
On Computing Correlated Aggregates
Over Continual Data Streams

�

Johannes Gehrke
Cornell University

johannes@cs.cornell.edu

Flip Korn
AT&T Labs–Research

flip@research.att.com

Divesh Srivastava
AT&T Labs–Research

divesh@research.att.com

ABSTRACT���������
	����
����������������������������! �� "��#$���$ %������&('�'
 )�! )���������*�!�%�$ )��+
, ���!-*�.���$��/� ��� "�
�)01'����!�2���!�!��3� )�%���4�5�!���� ����206���('*��#$ "�� 7���8��$ ) )'9�!���������
�!�����:�53����!�� )��	9���;�!�!�������!�����)��<��&$��������	2�����=��������+
�������>��?6��&(�<�@�����/� ��A&$�B?6 ��@���6��&(�!�!���� "���C�����������
����$ %�D����#
�����1E
F@�6���� )�! ��
�)0A��&(�!#.���
������)���������6�;�������
�!�����5?$�������@��/�/��� �/����! ��C��&$�G#
���5�!&
���
���$/H )IA���� )�.�J3����&$ )�JKDL(M�N(0OLAPAQ
R"0S��3� "����/� )�)08�!�!���$'�����'
'
 )3������������$�)0T )�!��E�0<��#$�����)���H?6 *�)���7�
&(�! )':��3� "�>'
���!�J�!���� )�����
, ����#�����U���! )'2���$���) <�����T�!��������/�#
���D��� , ����' , ��	�E1V%� ,  �3� "��0A�.���
	�����
����)���������6�T�� )W�&
���� 7-A�(� , � )'
/� ����S������ T�����7�
� )I*��/�/��� )/����! )��� ���������$/*'X��Y6 ��� "�
�7���!���!��?�&$�! )�)0O�!��+Z�)���� )'\["]A^�^�_)`�aAbD_"c�a�d�dA^�_ZdAaAbe_)f�E
F8�7���g )IA���7��� �0<���$ 2�U��/�#
�7?6 ����
�! "�� ��!�! )'J���H�����7�
&(�����$/J��#$ 
�� "���) "�
�!��/� U���h���
�! ��!�(���������$��O�
#(���( U�)�����8��#(���<���� %����(/� "�T��#$���
��#$ U��3� "����/� �'A&������������g���S�5'
���. )�!��������#$���$ ��)���DETiCIA���)�%�����7+
�
&$�!���������4���S��#
���T��/�/��� )/����! T�� )W�&
���� )�T�B&
������
� 7�(���!�! )�T��3� "�8��#$ 
'
���!���!���� )���20 , #����!#*�������
�D )������?�� �Ej9 B�
���������! ������(/�� "+D�(���!���! )�G#
�
��W�&( )�T�D���U���
������I��������! 5�����7+
�
&$�!���������\���8�)���!�� "����! )':��/�/��� )/����! )����3� "��?6����#J����$'��.���!-k���('
�����'A���$/ , ���$'
� , 3��� , �2���U�g'
���!�J�!���� ����l���U��&
��� )�)0@&$�����(/:�
3� "��	m����7���! �'k������&��
�����T���$���) �EJj9 2�)���(����'
 "��?6����#:��#$ 2�)���! 
, #$ "�� ���#( ����('
 "�6 ��('
 "�
����/�/��� )/����! mKD��3� "����/� 2'A&������������H���:��#$  �IA���7�
� 2��?6��3� �R%���7���g )IA���� )�.�*3����&( ����('J��#$ ��)���! , #$ "�� �������8���n��3� "����/� 73����&( �0 , ����#9���
	��!�!���$'�����'*��/�/��� )/����! U���@��#( T'
 "+�� "�('
 "�
�8��/�/��� )/����! �o6��#$ )�! T�)���>?6 %&$�! )'2���p?
&
���'X���$/2?���A�!-
���=���
�.���� T�!���
#
���!�����)���! )'9��/�/��� )/����! )�)E;jm %�
�� )�! "�
�@���* )IA�! "�$����3� U )I�+
�� "�!���� "�
�!��@�!��&('
	2?$���! )'9���9�!���� 7�� )��S���$'m� , ��'� .3����!�� )��	*����!	��
��#$ )�����T'
���!�T�! )�!�S�!�U'� )�.���$�!�������! %��#$ @���)��&������)	����1��&��;�! )�!#�+
�
��W�&$ )�)ETj9 7��#$� , ��#(���%��#
���T "Y6 )������3� "�$ )�!�T���% )I��
������$ )'J?
	2��#$ �=���)����#$���.��&
���! )�!#��
��W�&( ��5 �I���������2�����(���!���
���"����	:���$'H�)���
3� "�!+
/� "�$�) B�
������ "������ )�%���S��/�/��� )/����! )�8��3� "�8'����!���!���� )�����)E

1. INTRODUCTION���g�����
	g�����
����)���������(�2�q�����r�! �� "��#$���$ *������&$'g'� )�! ��)�������\�!�
�$ )� , ���!-4�����$��/� )�� "�
�)0s'����!�*���!�!��3� ��B���g�9f)bD^Z_"aAtT06���$'J���
����$ '
 )�"���������(�.���� �����'� U?(���! )'m���J�:ue�� )�� "�
���	m��?(�! ���3� )'
v2�6�����������
� jm���!->���sw���#$���
�( ��%x% �#��!-y T��&��
�6�����! �'5���2�$�����S?
	��7/����D�C�������z2���������!���=�9{p���!�6�������������|���('}���~�D�<z��$���"&
���	k�8 )3� "����(�. "�
�F , ����'6E

Permission to make digital or hard copies of all or part of this work for
personal or classroom use is granted without fee provided that copies are
not made or distributed for profit or commercial advantage and that copies
bear this notice and the full citation on the first page. To copy otherwise, to
republish, to post on servers or to redistribute to lists, requires prior specific
permission and/or a fee.
ACM SIGMOD 2001 May 21-24, Santa Barbara, California, USA
Copyright 2001 ACM 1-58113-332-4/01/05 ... � 5.00.

���S��#$ U�!���� )���2E;�(���� )IA���U��� �06�! �� "��#$���$ ��)���O�� )�)����'��8���� U/� "�
+
 "�����! )'m�D���U )���!#g�)���D0C���7��#$ � "�$'g���@��#$ ��)���DE*�<#( ��!���� )�������
/� ��( "�����! )'9�)���O�� )������'
�T����	5?6 T&(�! �'2?
	2���
�
����)���������6����&$�G#9���
�! "� "�
#$���$ 2������&$'g'� )�! ��)�������10 , #
���!#H �IA���7���$ )����#����.�!���� )�����D���
3����!����&(�7�$���!�! ��!�(�U���<�����! "�
��������	�������&('A&�� ��
���)�������$/m?6 �#(��3�������E
F%�O���(����#( ��S )IA���7�
� �0A����&$�! "�O���
�! "�!�=���) )�O���� C�6 "�!���A'A���)����	��6���� )'
?
	2�$ )� , ���!-J���6 "�����!�����T&(�����$/9�X�8z*���!�2/� )�T�23����!�� )��	9���<�� "�!+�D���������$�) 2'
���!�
Eg�<#( ��!���� )���r���@�6���� )'}�A�%z*�|'����!��������#$ "�
&$�! )'m?
	2�$ )� , ���!-9�����
���!���!���$/J���('9�����$��/� )�� "�
�.���
������)���������$��!�2'
 )�! "���U���( ����@���J���
�! "�!�D���) 7���U'�� , �h06����&$�! "�U���%���(���)�) )�!����?
q �0_�bD[��
�<#$ %�����/� U3����&(�. 7���O�!���� )����'����!��K�#A&
�$'X�� )'
�%���O�7���������6�T���

�
#(���( 9�)���8�� )�)����'������������! "�(�����U�7���������$�m���T�"&$�!�!���. "���5�6 ��
'
��	(o@�! ��(�����8�7���������$�*���B�X�8z*���� )�)����'������������! ��(�����T��#$��&
+
�!���$'
�T���O����&$�! "�T���
�! "�!�=���) )�@�6 "��'���	�0S_�bD[���R"0(���('*��#$ 7��������$ ��(��+
��&
�� ����;��#( .3����!����&$�7�����
����)���������$�5��#$���T���6 "�����! ����4��&(�!#4'����!��0
����-A )�2�������7�6 "��������3� J�D���n��#( 9���
�
����)���������6�J�!�g�)���U��&$�! m���('
�������
�!�����4�73����!�� ���	2���O�!�!�������!�����)��S��&$��������	����
�D���������������*���9���
���
����$ B�D����#������hE;F@���
�� )�! "�
�)0
��&$�G#n���
������)���������$�T�������
�!�����*?(�������
��/�/��� )/����! )����&$�G#\�����!&
���
���(/g��3� �����/� ��)0@�!�!���$'�����'k'� )3������������$�)0
_�bD[���0(��#$���T�)���m?6 .�)���7�
&$�! )'m��3� "�U'����!�2�!���� )����� , ����#m����U���! )'�!�!������/� ����g�*�!��������/�#
���D��� , ����' , ��	�E>V%� ,  �3� "��0S������ 5�����7�
� )I��/�/��� )/����! )�8���� T���D�! "�9'
 )������ )'606 )���6 )�"������	 , #$ "�9 )I��
����!���$/2�)���!+�� "����������$�5?6 )� ,  ) "�\���!���!��?
&(�! ��2������&��
� )�����k��#$ 2'
���!�J�!���� )���2o��#
���<���
������������q���9�!�) "�$���!���.����� , �p&$�! "���<�!�U���6 )�����D	*aAcT�(]�[<�)���7+�
� )I2��/�/��� �/����! ��%���8��#( T'
���!�.�!���� )�����(� , �<?
	�0(���('>�!�7�� )W�&$ )�!���#$���C�� )��&
��!��?� %�)���7��&$�! )'>���$'5�� "�6�����! )'5�� "�!���A'X�������q	�E@�(���p )I�+
���U��� �0��D���S )���G#.�! "� "�
#$���$ ���&(�!�!���� "��0 , #$������ "���) "�
�!��/� @���6�����������$/� ��<��#$������#$ <��3� �����/� ;'X&
�����������2���� C���
�! "�!�$���������(��h���������9����0
�D���� )���!#g����&$�! "�����
�! "�!�=���) �0S#(� , ���D�! "�g������#$ 2�!���!��@��&$��?6��&��$'
��������� , ����#
���106�!��	�06���y�����S��#$ T����I����T&$����&(��?6��&��$'9�����������
 O]A^�^�_)`�aAbD_�c�a�d�dA^�_ZdAaAbD_¡f>¢ £
0T�A0%¤�¥%�
����3���'� J�J�$����&
����U�� ��G#
+

���
���!�r�D������#$ 5�$ )I���?
� *�)���7���������������}���T�!�!���('
����'g��/�/��� )/����! )�)0
��#$���O���� O&$�! "��&
��D���O��&$�G#.���
�
����)���������6�)E<�(���S )IA���U��� �0y¦
§�¨
NA©
ª�«�¬
«2:��® � � LAPAQAKD«6R!¯<���6 "�����! )�O���.�@�B&
������! )�O���(«U3����&$ )�)0A���$'T�)���7+�
&(�! )�O��#$ O�A&(�T?6 "�s���$«T3����&( ��C��#$���1���� , ����#
�������A�k���$��#$ C����I�+���T&(��«U3����&$ C���.��#( <�T&
������! )�)E;�y���7������!�	�0
LAPAQ
ª�°7¬A«>±HPA²A³AKD«6R!¯
���� "�����! )�����k�J�T&�������! ��2���.KD«h´�°AR7��&
�
� )�)0@���$'k�)���U��&$�! )����#( 
����I����B&$�µ°73����&$ %��?(�!�����( )'2�q�����|��&��
� )� , #( ��� %��#$ %«�3����&$ %���� )�!�O��#$���.��#( S��3� "����/� <«U3����&$ C���.��#( S�! )�)oA��#
���O3����&$ <����	��$���h?6 
��#$ T����I����T&(�¶°�3����&( 7���9��#$ T "�
������ U�B&
������! )�)E@�O�!����� , ���!-9¢ £
0�X0;¤�¥@#$�����)���(����'
 "�� )'}���
�	g��#( * �IA���)�������7�
&(�!���������}���T�)���!�� "+
����! �'*��/�/��� )/����! )�%��3� "�@·��
���! 7'
���!���! )�!�)E;���*/� ��( "����D06��#����8 )IA�����
�)���7��&$�!���������2�� )W�&
���� )�<�T&
�������� T�(���!�! )�S��3� "�@��#$ @'����!�T�! )�)EO�<#( 
·
���!�p�$���!�<���<�$ ) )'
 )'*�!�7'
 )�! "���U���( U��#( %���$'
 "�6 "�$'� ��
�T��/�/��� )/����! 
KD��3� "����/� <'A&
�����������>���(�)�����)0A���S��#$ S����I����T&(�|��&(��?6��&��$'�����������0
������&��S�����
����)���������(��R"E@�<#$ <�! )�)���('U�(���!�h���h�( ) �'� )'.�!�%'
 )�! "���7���$ 
��#$ <'� ��6 "�$'� "�
�;��/�/��� )/����! TK��6 "���) "�
�!��/� @�����)�����C����(/� "�;��#(������#( 

13

 
Some text in this electronic article is rendered in Type 3 or bitmapped fonts, and may display poorly on screen in Adobe Acrobat v. 4.0 and later. However, printouts of this file are unaffected by this problem. We recommend that you print the file for best legibility.



K��
�� )3�����&(���	>�)���7�
&$�! )'(RS3����&( �0����@��#$ p�A&$�T?6 "�@���h�����. )�C��#$ @�!��+
�!��1���������<��� , ����#��������A�|���1��#$ 7K��
�� )3�����&$���	*�)���U��&$�! )'$RC3����&$ �E�$���;'����!�T�!���� )�����S���6�����/� @3����&(�� �0���&$�!#2 �IA���)�S�)���U��&$�!���������2���
�$���<�D �������?
� �0(���('�������3���'A���(/>�7W�&
���G-n���
������I��������! 7���(� ,  "� , ���#$��3� <�!�@��&
���) �ES�<#$ ��
����?
� )�|���s_��H[���_��(b
a����1^�]�����tUaAbe_S[�]At	��
��
bDaAb���]���]�@[�]A^"^Z_)`�aAbe_�cTa�d�dA^�_ZdXaAbD_)fO]���_�^<cAaAbDaTf)bD^�_�aAtTf����;��#( <�D�A�"&$�
���6��#
���h�(���6 "��0A���(' ,  C����-A <��#$ C�D����� , ���$/U�������������
���!��?
&(�������(�)¬

� jm >�"����!�����=	k�)���!�� "����! )'k��/�/��� )/����! )����3� ��2'
���!�4�!���� )�����)0?(���! )'�������#( ����%f�["]��$_<���('���#$ C�$����&
�� %���6��#( ����(cA_��$_��$cA_��$b
a�d�dX^Z_�dAaAbD_)E
jm �����&$�!�������! 93����J )IA���7��� ��5��#$���.� , �2�$����&
����8����! ��!�(��+����3� )�@�D���8��#$ T�!�)���� 7���� 5`�a��(cAtUaA^��������(cA]��hf"0$���$'Jf"`��qc����Ad
�����(cA]��hf�E��h���('
�����!- , ���$'�� , �2��'
 "�
�����D	}�) "���!�����}����$'A+�����!-
�����|��#$ m'
���!�:�!���� )���20����$'���#$ J��/�/��� )/����! J3����&( 
���T�2�6�����
�����7'
 "·
�( )' , ����#g�� )���6 )���7�!�*��#$ ���&��
� )�7���������#( @������ )'A�����! ��	�+e�
�� )�) �'X���(/2����('
�����!-2&
�
����h��#$ T�"&
�!�� "�
�
�6�����
�)o8�D���� �IA���7�
� �08�)���!�� "����! )'}��/�/��� )/����! )�����\�J'������	
?(�������)0@����������� ��#( 2�6�����
� , #$ "�� 2�m&$�! "���� )W�&$ )�!�! )'k��#$ �)���U��&$�!���������J���S���gaAcU�(]�[%��/�/��� �/����! �E@�����'X���$/ , ���('
� , ����� 8��	��
���)����	*���O�T·(IA )' , ��'���#10(���('>��#( T��/�/��� �/����! T3����&( ���1�p�������
�h���O'
 "·��$ )' , ����#T�� )���� )�)�O�!�@��#( S��&
��� )�S��#$�����
�� "+�) )'
 @��#����C�������
�<���('����� , ����#
���2��#
��� , ��'
��#hoA�D���< )IA���7�
� �0�)���!�� �����! )'*��/�/��� �/����! ��%��3� "�8��#$ %���� �3�����&$�T£����7���A&$�! )�)E
jm T�����$����'� "�T?�����#9��#$ 7�)���! , #( "�� U��#$ %���('
 "�6 "�$'
 "�
�7��/�+/��� )/����! ����5���: )IA���� )���93����&$ JKDL(M�N(0OLAPAQ
R%���$'H��#$ 2�)���! 
, #( "�� U���B���U���g��3� "����/� 53����&( �o;���
	9�!�!���$'�����'J��/�/��� )/����! �)���>?6 %&$�! )'*���@��'
 "�6 "�$'
 "�
�T��/�/��� )/����! �E

� �y���$�) >�)���!�� "����! )'H��/�/��� )/����! )����	��
���)����	H�)�����$���7?� 5�����7+��&$�! )'* )IA���)���	2���9�������$/�� ��$���!�7KD �W�&���3���� ��
���	�0O��#$ 7 )IA���)�
�)���U��&$�!���������g���@�����!�� "����! )'J��/�/��� )/����! )�T���g�>�����(/�� 5�$���!�
�� )W�&
���� )�@����&��A?���&
�('
 )'2?
&�Y6 ��%������ �R"0A���p���S�(����&�����O�!�T )I�+
�6 )�)�U��#$������#$ ����)�"&
������	����8�*�����(/�� "+D�(���!�)0@���
������I��������! 
�)���U��&$�!���������*���1�)���!�� "����! �'2��/�/��� )/����! )�;'X���� )�����	2'
 "�6 "�$'��
���\��#( 9��'
'X���������(��gue?
&
Y6 "��vH���$���� m��3��������?�� J�D���2�.�����
+
�!�����
���(/>���n )�!���������! U���S��#$ T��/�/��� )/����! U3����&$ �E
V����!�!��/������.��#$��3� C?6 � "��&$�! )' , ��'
 "�	7?6����#����.��#( <�� )�! )�����G#����! "������&
�� ����$'����4�)������ "���"����<�8�<z9�A�%�D����W�&����!-A�	J )�!����+
���������$/9���
������I��������! 2�!�!�������!�������5��?6��&$�7&
�('
 "�!�	����$/g'����!�
'����������$�)0@���k����7���! )'}���(���) �E�V8 "�$�) �0@��#$ 2&(�! 9����������'A��+
�������$��6#
���!�!��/��������)0 , ����#5�= , ?
&(�!-A ��!�%KD'� ��6 "�$'X���$/�������#$ ?�&
Y6 "�;���$���) @��3��������?
� %�6 "�;��/�/��� )/����! �R"0A���S�%3�����?�� T�!����� , +�����>�D������&
�%�
����?
� )�2E8jm U��?$�! "��3� )'m� , �7����7���!���������$�7�����#( *&$�! J���.�!�!���$'�����' #
���!�!��/�������� , ����#��� ����6 )�)�*�!�g��&
�������?�� ��2¬

� �h�����!�)0(���@���������
�%'A&
�!���(/>��#( T�!���� )���������7�
&(�!���������10
,  S����	%?6 C���
�! "�� ��!�! )'����
�	B�����<�D�A��&(�! )'.�!�����D0
��&
?�+���
�! "��3����������#$ J "�
������ J�����$/� g����3����&$ )���q����� ��#$ 
&
�('
 "�!�	����$/�'
���.�����1E:�y���$�) *������'A���������$��T#
���!�!��/������
�! )�!#��
��W�&$ )�*KD )W�&�� , ��'
��#h0; )W�&
��'� "�$��#10U_�bD[���Rg�����A�)���! ?
&(�!-A )�!�@��3� ��%��#$ �_��(b���^�_T^Za��AdA_T]� ��a�`�
�_)f!���*b��(_TcA]"�
tUa�����0O��#$ )	g���D�! �� , ���!�! �?�&$�!-A )�!�������A���������$/H��#$ )��!���� )/������(�U��#$���T�)�����$����KD���T���� U&��
���-A "�	4�!�AR%��Y� )�)�
��&
?(�! )W�&$ "�
�@�� )��&���!�)E

� �A )�)���$'607��#$ J�� )/������|���.���
�! "�� )�!�gK�_�� dX��0%��#$ J��&
��� )�, #(���! *«H3����&$ )�>���� 2� )�!�>��#(���}PA²A³XKD«�R!R��.��	g��#
���D�
, #���� ���#$ �'
���!�2�!���� ��������%�$���!�����$/2?
	�E��h����'X���������(��
, ���!-2���2#
���!�!��/��������%#$���@�(���%��'
'A�� )�!�! )'*��#
�������!��&$ �0�!����#$ %?6 )�!�@���S��&��@-A�$� , � �'�/� �E

�<#( )�! >� , �2���!��&$ )����������3����! 5&$���!�*�! ) "-4�(��3� �%�!���&(�������(��!�g��#( *������?�� �� �������)�"&
�����! "�	k�������
�!�����
���(/k#
���!�!��/������
�����=���������������:��3� "�U���!���� )�������;'����!�5�� )������'
�)0 , #
���G#g����� "Y6 )������3� "�	*'
 )�� , ����#*�.'�	��$���7��������	*�!#(���(/����(/9KD��#����D�����$/�0�)���
�������)�����$/�01 )I��(���('A���$/AR��� )/������4���h���
�! ��� )�!�)E

� jm <�
�����6���! @�����(/�� "+D�(���!�<�! )�!#��
��W�&( ��C�D���S��#$ <�����
����I��������! �)���U��&$�!���������}���T�����!�� "����! )'H��/�/��� �/����! ��5��#$���U��'
���$����#( 
#����!�!��/�������?�&$�!-A )�@?6��&
�('
���!�� ��7�!���.'�	��$���7��������	9�G#$���$/�+
���(/J�� )/������}���%���
�! "�� )�!�����k���( *���T� , � , ��	A�)0@��3� ���?6����#����$'��.���!-g���('9�����'X���$/ , ���$'�� , '����!�2�!���� )�����T���;��&
��� )�)¬K��qR<�#�6�(]�`�_)f�a�`�_<���
���������!#*��#$���<�)���*�!#(���(/� % )���G#n���$'� )3�+
 "��	J?�&$�!-A )��?6��&��$'�����	����:�� )���6���$�! *�!�J�9�G#$���$/� 2���\��#( 
�� )/������:���S���
�! "�� )�!�)oO���('HK����qRT�$����_�["_�tU_"a�`O�����
�������G# ��#(���
���2������ *�)���$�! "��3�������3� J���$'H�!#$���$/� )��?�&$�G-y )�5?���&
�('
���!�� )�
���
�	 , #( "�n��?$�!���&$�! "�	*�( )�� )�!�!����	�E
jm T��#$� , #(� , �
�����6 ������� )�%���h��#$ %���$'� "�� "�('
 "�
�8��/�/��� )/����! KD�����$���!������������	����$ )IA���� )���
0A���$'��)���
3� "��/� "�$�) @���$��3� "����/� �R
�)���9?6 7&$�! )'* "Y� )�)����3� ��	m�D������#( U���
�
����I����.���! ��)���U��&$�!��+
�������\���8�)���!�� �����! )':��/�/��� )/����! )�)0<��3� "�7����('
�����!- , ���$'�� ,'����!���!���� )�����)E
�%3� "�S�����'A���$/ , ���$'�� , �)0A��&
�S�! )�!#��
��W�&$ )���$ ) )'.�!��'
 )�� , ����#��#( .�����B&
��!���$ )��&$�7���$�"�&$�������k���<�>'����!����&��
� ����$'m )IA���&�+
�������|�������$����#$ "�9'
���!�:��&��
� �0T���| "������ "�
���	������7�
&(�����$/
��#( .�)���!�� "����! )'9��/�/��� )/����! �ETj9 7���G#
�� )3� ���#����%?
	>�)���T?
����+
���(/*��#$ ������
�������G# ,  7&(�! U�D���U�"&$�T&��������3� 2'
���!�>�!���� )���.�
, ����#2�$��3� "h���$�"�� )�. "�
�!��s�� )�!#(�������!���@�D���p���
������I��������! "�	�������
�!����������/* )IA���� )������/�/��� )/����! )�����9�������'A���$/ , ���$'
� , E

� jm ��)���7�
� )�� "�
����&��U���/����!����#(�7���*���(���	A����� , ����# ���4 )I�+�! "�$����3� g )I��6 "�!���. "�
�!����!��&$'
	 ?$���! )'}���~�!���. m�� )��U���('
�!���� U�!	��
��#$ )�����7'
���!���! )�!�@�!��'
 )�����(�!�������! 7��#$ T�����"&������)	
���s��&
�@�! )�!#��
��W�&( ��p�=���@�����
����I��������! T�)���7�
&(�!���������9���1�)���!+
�� "����! �'2��/�/��� )/����! )�)E;�<#( @�������*�)���(�"�&$�������$�%���1��&
�@�!��&('
	
���� U���<�D����� , �)¬
�&% �! T���S�D�A�"&$�! )'2#
���!�!��/��������T�!�� )�!���������! ��)���!�� "����! )'��/�/��� )/����! )�@��3� "�@'
���!�U�!���� )�����C���@'� ������$�!������?
�	2��&
+
�6 "�!������0S���k�2�����/� *3����!�� )�Z	g���8�)���! ��)0<�!�*��#$ 5&$�! 2���
������'A���������$��S#����!�!��/������.�)E

� F������7�
� kue�
�� )�) )�. )���vg�!�������! �/�	�0 , #����!#:�������
�!�����(�&��
���D�����U�	�+����$���� )'m?
&(�!-A )�@?6��&
�$'����!�� )�B���9���!���� �/������
���@���
�! "�� )�!�)0;���$'��!#$���$/� )��?
&(�!-A )�U?6��&
�('
���!�� ��2���
�	
���@��#( U )IA���� )�U������ )�T���;��#( %�� �/������10 , #$ "�9��#$ B�� �/���������
���
�! "�� )�!�S�G#$���$/� )�)0����O��#( <�!�������! )/�	T���6�!#(�����) @���"�����!�
� , ��'
 73����!�����������4��� , ���$'�� , �!�)���6 )�)06�(����&��� .���S��/�+/��� )/����! �0$���$'2��	��� 7���S'����!���!���� )���>E

�<#$ %���!���$�"���$��;�)���$�! )W�&$ "�(�� ����S��&��8�!��&$'�	�������#$��� ,  %#$��3� T�����?
&$�!�C�����
�������G#��=���S��#$ <���
������I��������! @�)���7�
&$�!���������>���6��#( S���7+
�6�����!���
�T�"����!�7���<�)���!�� "����! �'J��/�/��� )/����! )�U��3� "�U�!���� )���7���$/*'����!��E
�O�H��#$ m?6 ��!�m������&
�*-A�(� , � )'
/� �0.��&
�������9��#$ m·����!� , ���!-}��� )3����&$�������$/g��#��������7�������!���
���"����!��������/�/��� )/����! )����3� "���!���� )���7+
���$/5'
���!�
E

2. PROBLEM DEFINITION

2.1 Data Streams{<���$����'
 "�S�<�� "����������(��6�!�G#$ )���(' , ����#U���!���!��?
&(�! ���)#*)´)®)®�®h´�),+
, #( ��� T���!���!��?
&(�! -),.h#(���0/21�3$K�),.DR"ESjm T�)���54"6�6
K�'%R�798;:< /21�3(K�'8R
798�:< /21�3(K�)#*GR>=#?�?9?2=$/21�3(K�)@+�RC��#$ �aAbDbe^A��B�

be_@f;�$aA[�_%]�!'TE>�1 )�!'
?6 8�%�� "����������(��O�!�!#( )�.� , ����#>���!���!��?
&(�! 8���(���)  4"6�6
K�'%R"EOj9 %�����

14



�U��&��$�)��������� ¬���� 4"6�6
K�'%R<��� ]A^�cA_�^����Ad7]�!'TECF|f�_���

_��$["_h���
�.��&��
� 	�CK�'T´
�TR , #( "�� -'k�����U�� "����������(��S�!�G#$ )�������('������@���
����'� ��!���(/����5'TESx���3� "�n�T�! )W�&$ "�(�� ��CK�'�6´���XR"0 ,  �����!�B�� ��D "�;�!���#$ ��$����&
����1�A&(�T?6 "���@���>�$]�f9��b���]��
f"0����$' ,  <&$�! ��C¢���¥6�D������6K��DR"0��#$ %�� )�)����'*���@��#$ ��=��#>�6�������������hE
��&
�T���A'
 ";���;�)���U��&$�!���������J���T�����7��������!�5��#$ ����A'
 "S���
������+

'A&$�) )'�?
	gV8 "� �����(/� "��0��@��/�#$��3����10@���$'��@��� ��/����(������|¢�����¥�E:�D�
�����
�!�����$�%�U�����$/�� T�����
&(�8�! )W�&$ "�(�� �� .�� ���('>�7�����$/�� U��&$���
&(�@�! "+
W�&$ "�$�) �� �"!$#"0$���$'*��#( U���A'
 "h#$���8���@�����(/�� 7�$�������. )�! "��%*0(��#$ 
������&
�
�T���S���$���� 7��3��������?�� �E.{<���U��&$�!���������J���9��&
�T���A'
 "O�
����+
�� ) )'
�����4�!�! "�(�)06���('* ����!#J�)���7�
&(�!���������4�!�! "�9�)���$�����!�!�U���S��#
�� ) 
��&
?$�!�! "�(�)E {<���$����'� "����#( &����#:�)���7�
&$�!���������\�!�! "�1EJ���g��#$ �·
���!�
��&
?$�!�! "�h0 ,  B�� ���'�� .���¢ ��¥O����������#$ T�����
&(�.�! )W�&( ��(�) '� .������
�!�>�
�. )������	���A�)���������1o(���9��#( 8�! )�)���('*��&
?(�!�! ��h0 ,  ��6 ��!�D���������2&
��+
����U���! )'*������&��
�;���1�)���U��&$�!���������2���>�� )������	(o
���$'����n��#( @��#
����'
��&
?$�!�! "� ,  , �!���! C���
�!�T��#( ��=��#U�6�������������>���$��#( ;��&$����&$�C�! �W�&( "�$�) 
� �"!$# ¢ �q¥ZE1jm <�����$�������/����!����#$���D���S��&��S�.�A'� "$���$�)���7��&$�!���������>�
f�bD^�_�aAt�a�` dA]A^���b��(tTEO�<#A&(�)06��&������/����!����#$���T�����*���
�
&(�T�!���� )�����
���
�!�9��&$���
&(���!���� )�����)0 , #
���!#H����&
�'�?6 �&(�! )'J�D���7�q&�����#$ "���
����+�� )�!�����(/
E
j9 m�����$����'� "�4�!���� )��� ���/����!����#$���*�D���n��/�/��� )/����! g�)���U��&$�!��+

�������(�)E>F�f�bD^�_�aAt�a�d�dA^�_ZdXaAbD_C#$���U��#��� � 5�����7�6���( ��
�!�)¬�F�f�[�a�`�aA^
a�d�dA^�_ZdAaAbD_ 9
2�([�b���]��)()*)*�¬,+$-��/.20
�*f)[�]��$_�9
2�([�b;�q]��10�2�3�465T¬
�/�7+$870O���('J�Jf�_)`�_"[�b���]�� �1^Z_"c���[�aAbD_)97E>x���3� ��H���J���
��&$���! "+
W�&$ "�$�) �� .���0��<�!���� )������/�/��� �/����! ;���6 "�����!���:(�;<;(K=(>*)*7´
0?2
3�465A´@9TR
�� ���&��!�$�%��#$ T�! )W�&$ "�(�� 	� �"!$# ��&(�!#9��#(���

�A�"!$#"¢���¥ < ()*)*TªB� .C��¢ D�¥�® )FEHGID�J�0�2�3�465AK��DR6K
97K�� .C� ¢ D�¥Z´"� .�� ¢�0�2�3�465AK��DRe¥DR!¯

, #$ "�� F� .�� ¢�0�2�3�465AK��DRe¥ 798�:< ª<� .�� ¢ D�¥LGMD&JN0�2�3�465AK��DR!¯7���$' ) E ���T���
���!���!��?�&$�! U��� 'BE
�<#
�� ) 5�$���������"&
����9�Z	��6 )�������!�)���� 2��&��$�)�������(�*���� 2 )���6 ��"������	

���
�! ��� )�!�����(/
EJj9 ��)���%��#$ ��!�)���� ��q&��$�)�������POA�Q2�3�465*¬H�/�R+ 8
��&$�!#H��#$���'O �Q2
3�465AK��DR < ªS��´�®)®)®6´��D¯2�D���'�1JT� �,9
X`q` �����$cA]��
f�[�]��(_)06���(' ,  ������@��#$ ��!�)���6 ���&
�(�)�������P0�UL�Q2�3�4V5BWH��&(�!#g��#$���
0$UL�Q2�3�4V5<WOK��DR < ª�����I(K"��´
��X	U�YZ�¡R"´!����I�K"��´��?X�U	YF+�R"´�®�®)®h´��D¯@�f�`���c����yd �����(cA]���f�[�]��(_@]�<f ��[�_:UTEOF���&
� , ���$'�� , �!�)���6 <���Q��&$�!�O����� )�"����;�)���! 7���S��`�a��$cAt7aA^�� �����(cA]���f�["]��$_)ESF�����$'
�����!- , ����+'
� , �!�)���6 ��!��-A )�T���B���
��&$�U�m`�a��(cAtUaA^���f)_�bH� < ª<0"*)´�0�\�´)®�®)®�¯XEx���3� "�.��&(�!#��@�! )�]�5���('U�<�6�������������&��0<^=%&�Q2�3�4V5AK��s´_�eR < ª<0�`A´_0
`�Y
��´)®)®�®6´�� Xa��´��D¯X0 , #$ "�� �0 ` ���T��#( %�����/� )�!�%���������������4���N�g��#(�������
b � , #( "�� &�H���7&
�('
 "���!�!�A�A'��q��������#$ ��)���
�! )IA�)Enjm ����U���!�! )'
���('4�����7���	J&$�! F^=%c�Q2�3�465AK��DR"E>�=�g��#
���T�(���6 "��0 ,  ��)���(�� "�
�������! ���*�����'A���(/ , ���$'�� , �!�����6 )�8���$'*���>����$'������!- , ���('
� , �!�)���6 )�)E{<���$����'
 "�@��#$ <�!���� )���|��/�/��� �/����! 8���6 ������!����(d;<;$K=()*)*7´
0�2�3�4V5A´
9TR"E��=�1��#( 8�! "� )�)�������*���� �'X���)���! �9�'
�A )�C�$���<�)���
�!�����9���
	���/�/��� "+
/����! 7�q&��$�)�������10S��#( �� ,  .�)���e(d;B;9�m`�_���_¡`$�2�!���� )������/�/��� )/����! 
���6 "�����!����Ef�@ )��&�������3� "�	�0(� )��(d;B;�?6 T�T� )3� �:�h�!���� )������/�/��� )/����! 
���6 "�����!����ES�<#( "��(d;B;,geK=(>*)*)g=´_0?2
3�465Bg�´�9)g�R����O�<� )3� �A�"Yh�S�!���� )���
��/�/��� )/����! 7���6 "�����!���%���

�A�"!$#"¢ �q¥ < (>*)* g ªB� .C��¢ D�¥�® )FEHGID�J�0�2�3�465 g K��DRQK
9 g K�� .C� ¢ D�¥Z´i(�;<;(K�� .�� R"¢���¥=R!¯

��&
�%�$���������g���;��#$ B� )3� "S���;���!���� )���µ��/�/��� )/����! 7� ��!�%&(�@�� "����! 
�!���� ���� ��/�/��� )/����! )�U�!�5�� )/�&������W�&$ "�!�� )�.��3� "�.�2�!�!���������� "����������1E
F�� )3� "��%�!���� )���r��/�/��� �/����! *�����H?� 2 )3����&$���! �'k��3� "���9�!�!�������
�� �����������9���9���@�����!�L�6Y��T�!�)���$�)E<�8���! T��#$���@��&
�%�$���!���������9���S�
� �3� "e�h�!���� )������/�/��� )/����! %�����
&��� "�	>�!	��
�!���)������E@�p#$ "�� T���� %� )3� "
�S�!���� )���µ��/�/��� )/����! )�T��#$���@#(��3� . )W�&���3���� "�
�B� �3� "S����/�/��� )/����! )�
�=���S���
	���EOiS�!�!��?
�����#
���(/���&$�!#� )W�&
��3���� "�$�) )�<���O��&(�!����'
 %��#$ <�!�)���6 
���S��#����@�(���6 "��E
{<���$����'
 "�8��#( %�D����� , ���$/����
���������������� �!�) "�$���!���7����������#$ T�! "� "+

�)�����B&
�
���)���������(�����$'X&$�!����	�E>��&
�U'����!�2�!���� )�����)���
�!�����(�U�����D���!+
�����������>��?6��&(�S��#$���$ @�)�����)0$�)���$��&��� �'�������#( <�D����� , ���$/��!�!#( )�.��¬
¦24SjSj<k,l"6246m$jTn�1<oAm�pAm�qer /Am�4SjSl"/:r 6Am�3VlHr$/<s,o24"6Am�1�qerFm$t�M�q26,j6u
�<#( ����!���!��?�&$�! )�,1<oAm�pAm�qn���$' /Am�4SjSl"/��)���
�!�����\��#( ����!��/����(�������(/
���$'*'
 )�!�����(���������g�
#(���( T�A&(�T?6 "�U���S��#( U�)���D0��� )���� )�)����3� ��	(oO��#( 
���!���!��?
&$�! )�!6Am�3Vl����$',/<s,o24"6Am�1�q8'� "�$���! 8��#( @�!�!�����C������ 8���$'�'X&
+
�����������g���;��#$ 7��#$���$ ��)���D0h�� )���6 ��)����3� "�	(oS��#$ ����!���!��?
&$�! vm$t�M�q26,j
���$'X���)���! )� , #$ )��#( �����#$ ��)��� , ���T���J���
�! ��!�(���������$��@��#$���$ ��)���DEj9 T���� %���
�! "�� )�!�! �'2���*�)���7��&$�����$/2��#$ %�D����� , ���(/>�!���� )������/�/��� "+
/����! )�)E
wdxAyVz|{H}�~F�M�SF@�h���
	%�������
�h���������� �0 ,  , ��&��'T���-A @�!�@�)���U��&$�! ��#$ 7�A&(�T?6 "�.���S���
�! "�!�$���������(��T�)�����7��3� ��U��#( 7����!�7� , �������
��#$���#$���T�!�A��->����$/� "�.��#$���a�)���7���A&$�! )�)E��<#
���%���T���9 )IA���7��� ����<�
� )3� "(�8�!���� )���}��/�/��� )/����! , ����#�� , ���$'�� , �!�)���� ����(� , �@�����
��#$�)Ej�����#*�� ����6 )�)�8�!����&
�%�$���!���������10h��#
���%�!���� )������/�/��� )/����! U�)���*?6 
 )I��
�� )�!�! )'*���p�=����� , �)¬
�A�"!$#"¢ �q¥ < ¦
§�¨
NA©�ªB� .���¢ D�¥�® 1<oAm�pAm�qFGSD1J�0�UL�Q2�3�4V5AK��eRAK

� .�� ¢ D�¥Z®�m$t�M�q26,j < ��Kc� .C� ¢ D�¥Z® /<s,o24"6Am�1�q7����A¯A´
, #( ��� �0$UL�Q2�3�4V5C���<��#$ <���
���������!�����! T�����'X���$/ , ���$'�� , �!�)���6 @��#(����� )�!���!���)�!�S�� "� )3����
�C�� ��)����'
�C����������#$ <�����
&$���! �W�&( "�$�) >� .�� �!�T��#( 
����!�8� , �U�����
��#(�)E
wdxAyVz|{H}�~a� �*F@�T���
	m�������
�����:������ �0 ,  , ��&
�'J���-A *�!�2·
�('��#$ %�A&(�T?6 "�����O���
�! "�!�$���������(��@�)�����8��#����8	� )���T��#$��� ,  "�� %����(/� "���#$���}��#$ m��3� �����/� 9�)���U'X&
�����������hE �%���! *��#(���5���U¦24SjSj<k,l"6246m$j
,  "�� 8�7�� )/�&�����%�� "����������106��#( "�n )3����&$���������g���s��#����8W�&( "��	 , ��&��'�� )W�&
���� 2� , �5�$���!�! )�U��3� "�.��#$ �KD�.���! "�!��������) )'$R.�� �����������1E9���g��#( ·
���!�7�(���!�)0 ,  , ��&
�'H�����7�
&(�! *��#$ *��3� "����/� >�)����'X&
�����������T�(0
���$'*��#$ "�2���n��#( T�! )�����$'2�(���!� ,  , ��&
�'*�)���U��&$�! T��#( %�A&$�T?6 "����T���
�! ��!�(���������$��.�)�����*��#$����#$��3� *�J'A&������������}����$/� "�n��#(���T�(E
�<#����2���>���} )IA���7�
� ����U�J� )3� "&�9�!���� )���l��/�/��� )/����! , ����#}�����$'
�����!- , ���$'
� , �!�)���6 �o@��#$ 5����$'
�����!-\�! )���)���(�����!�!��������#( 
?6 )/������
���$/������S )���!#9	� )����E<jg����#m�� )���� )�)�@�!����&
���$���!���������10h��#
���
�!���� )������/�/��� )/����! 7�����*?6 T )I��
�� )�!�! )'*���<�D����� , �)¬
� �"!$# ¢ ��¥ < ¦
§�¨
NA©�ªB� .C� ¢ D�¥�® 1<oAm�pAm�qFGSD�J�^=%c�Q2
3�465AK��DRAK

� .���¢ D�¥�®�m$t�M�q26,j < �eKc� .���¢ D�¥Z® /<s,o24"6Am�1�q
� PA²A³Aª<� .�� ¢ �X¥Z® /<s,o24"6Am�1�q'GM�FJ�^=%&�Q2�3�4V5XK��DR!¯�¯X´

, #( ��� 	^=%c�Q2
3�465����T��#$ ����
���������!�����! 5����$'
�����!- , ���$'�� , �!�)���6 ��#$���%�� )�!���!���)�!�%�� �� )3����
�T�� )�)����'
�%����������#( U�����
&(�U�! )W�&$ "�$�) &� .��
�!����#$ T�"&
�!�� "�
�%	� )����E
wdxAyVz|{H}�~a� �*F@�T���
	m�������
�����:������ �0 ,  , ��&
�'J���-A *�!�2·
�('��#$ p�A&$�T?6 "�@�������
�! ��!�(���������$��O������� , #(���! �'A&
����������� , ��� , ����#����
�)�y�����T��#$ 2�)��� , ����#\��#( �����$/� )�!��'A&������������ , ����#H�� )���� )�)���!���#$ 7����!�T� , � ,  ) "-
�)EU�<#����%���T���J �IA���7�
� ����@��� )3� "��.�!���� )�����/�/��� )/����! , ����#9� , ���('
� , �!�)���� 7���S� , � ,  ) "-
�)ESj�����#9�� )���6 )����!����&
�T�(���!���������h0O��#
���U�!���� )���µ��/�/��� )/����! ��)���*?� � )I��
�� )�!�! )'J���
�D����� , �)¬
� �"!$# ¢���¥ < ¦
§�¨
NA©�ª<� .�� ¢ D�¥Z® 1<oAm�pAm�q&G<D�J�0$U��Q2
3�465AK��DRAK

� .C�6¢ D�¥Z®�m$t�M�q26,j < �:K�� .���¢ D�¥�® /<s,o24"6Am�1?q
� ��® � ?)LAPAQyª<� .C� ¢ �A¥�® /<s,o24"6Am�1�qFG,�hJ�0�UL�Q2�3�4V5AK��eR!¯�¯X´

, #( ��� �0$UL�Q2�3�4V5C���<��#$ <���
���������!�����! T�����'X���$/ , ���$'�� , �!�)���6 @��#(����� )�!���!���)�!�S�� "� )3����
�C�� ��)����'
�C����������#$ <�����
&$���! �W�&( "�$�) >� .�� �!�T��#( 
����!�8� , � ,  ) �-
�)E���h��#$ %������&
�
�<���h��3��������?�� U���$���) >%����C����·
�
���! �06��#( �� ,  �������)���7��&$�! ��A�"!$#p �IA���)���	��D���@���
	��!���� )������/�/��� )/����! T��#�����&(/�#9��#( 

15



�=����� , ���(/g�����7�
� m���/����!����#(�2¬9F@�U�!�! "�T��0 ,  5�� ���'a� .C� ¢ ��¥<���
�!�
�. )������	9��A�)����������� ¢ ��¥�E9j9 5��#$ "�:�)���7��&$�! 2��#$ 2 �IA���)��3����&( 
���<��#$ ��!���� )������/�/��� )/����! F� �"!�# ¢ ��¥O&(�����$/*��#$ 7�)���
	*���;��#( U�����
&(�
�!���� ����r?6 "���$/J�!�!���� )'H���(':�!�!���� 2��#$ 2��&(���
&$����� � �"!�# ¢ �q¥ZEJ�<#$ 
�=�A�"&(�.���@��#
���7�$���6 "�.�������g���/����!����#(�����D���������7�
&(�����$/J�!���� )���
��/�/��� )/����! )� , ����#9��/���3� "�:[�]���f�bea��$bX������&
�
�%���O���$���) �E *���J��#
���7�$���6 "��0 ,  ��D�A��&(�U���J� �3� "����!���� ����r��/�/��� )/����! )�B�=���
�U�� "����������(��S�!�G#$ )���,'TK�)*´��7R , ����#n� , �T�A&$�� "�!���)��O���!���!��?
&$�! )�)E���6 )����·(�)����	�0 ,  T�����$����'� "���!���� )���µ��/�/��� )/����! )�8���s��#( %�D�����2¬
� �"!$# ¢ �q¥ < ()*)*�+��5ªB� .C� ¢ D�¥�® � GSD1J�0?2
3�465AK��DR6K

97K�� .C�(¢ D�¥Z® )�´=(>*)*�+��Aª<� .C�6¢ �A¥�® ) GM�cJZ0�2�3�4V5XK��DR!¯�R!¯X´
, #$ "�� �(>*)*�+������('F(>*)*�+	�T���� @��/�/��� �/����! @��&
�(�)�������(�)0 0�2�3�4V5�����.�!�)���6 %�q&��$�)�������10(���('�9k�����U�����7�
� B?��A��� )���J�! "� ��)�������*�
�� )'A��+
�����! �E@j9 7�����:()*)*�+�� ��#$ 2cA_��$_��(cA_��(bha�d�dA^�_ZdAaAbD_¡0����$' ,  T�)���
(>*)*�+��7��#( ���(cA_��$_��(cA_9�(b6a�d�dA^�_ZdAaAbe_)E
F8�T�)���$�"�� )�! ����(�!�!���
�������������$��0 ,  ��)���$�) "�
�������! 5���g��#
���7�$���6 "����*��#$ B�=����� , ���(/>��#��� ) T�Z	��6 )�8���O�!���� �������/�/��� )/����! )�)¬
� �<#( ����('
 "�6 "�$'
 "�
�*��/�/��� )/����! 2���� "����#$ "�>L(M�Nm���2LAPAQ(E1F�� )IA���U��� ����$�!�!���
�������������k���<�>�!���� )������/�/��� )/����! ����6 ������!���
�����A'A&$�) )�<�� )�)����'��@���S��#$ %��&(���
&$�%�! )W�&$ "�$�) �� �"!�# ��#(�������� 
�)���U��&$�! )'*���<�D����� , �)¬
� �"!$# ¢���¥ < ()*)*�+���ª<� .�� ¢ D�¥Z® � GID�JZ0?2
3�465AK��DRAK

L(M�NAªB� .C��¢ �A¥�® )/GS�cJZ0?2
3�465AK��DR!¯ b
� .C� ¢ D�¥Z® ) b
K"�eY�
)R ?�L(M�N�ª<� .���¢ �A¥Z® )/GS�cJZ0�2�3�4V5AK��eR!¯�¯X®

� �<#( m���$'
 "�6 "�$'� ��
�H��/�/��� )/����! J���JPA²A³(E@F@�� )IA���7�
� H����+�!�!���
�������������~���U�J�!���� )��� ��/�/��� )/����! m���6 "�����!���2�
���A'X&$�) )�
�� )�)����'��S���6��#$ @��&$����&$�S�! )W�&( ��(�) >� �"!�# ��#$���S���� ;�)���7�
&$�! )'
���<�D����� , �)¬
� �"!�# ¢ ��¥ < ()*)*�+���ªB� .�� ¢ D�¥�® ��G�D�J�0�2�3�465AK��DRAK

� .C�(¢ D�¥Z® ) � PA²A³yª<� .���¢ �A¥Z® ) GM�cJZ0�2�3�4V5AK��eR!¯�¯X®

2.2 Properties of Aggregate Functions�1 )�C&$�p���
�����A'A&$�) 7�!���� %�
�����6 "������ ��%���S�!���� �������/�/��� )/����! T����+
 ������!�����)E4�<#( )�! ��
�����6 ������� )����������3����! *��&��.���/����!����#$���5���\�A )�"+
���������Eµj9 J�)�����H�!���� )��� ��/�/��� )/����! |(�;<;$K=()*)*7´
0�2�3�4V5X´_9TR
tU]��(]AbD]�� ��[h���� ��J���¬S�A�"!$#"¢��,Y ��¥ b �A�"!$#"¢���¥���� ��JZ��¬,�A�"!$#"¢��,Y��"¥ � �A�"!$#"¢ �q¥
j9 , ���@�! ) U����! "�.��#(���T�!���� .�!���� )������/�/��� )/����! )�B&
�$'� "�U����$'A+
�.���!-4�!�)���6 , ����#gL(M�N2����LAPAQ>���U��#( ����$'� "�� "�('
 "�
����/�/��� )/����! ���� ������$���!��������E4V%� ,  )3� "��0O��#
���7���7�$���U��#( ��)���! , #$ "�gPA²A³2�����#$ 7���$'� ��6 "�$'� "�
����/�/��� �/����! �E>�=�g��#
���7�����! �0 ,  ��)���J/���3� �����/�#
������
·('
 "�$�) 2?6��&
�$'������g��#$ 5'A��Y6 "�� ��(�) 2?� )� ,  � "�g��#$ 5��&��!�� "�
���	�����7�
&(�! �'H3����&$ 2���%��#$ 2��/�/��� )/����! 2���$'g��#( *KD��#$ )���� ������)��qR� )I�+
�� )�)�! )'>3����&( ��*���O��#$ �&
�('
 "�!�	����$/2'A���!���!��?�&$�������s06'� "�� "�('A���$/2���
��#$ T�!�! "����EO�8 "·��$ ���. 798�:< �

�

.�
`�� * � .C�6¢ D�¥Z0����(' � � \. < �

�

.�
`�� * K�� .���¢ D�¥6X ���.eR \

* �=� ,  H���!��&(�� k��#$���4��&
�H���/����!����#(���g&(�! k�����	|�}�)���$�!�!���
�������&
�
�%���S���(���) �0 ,  %�( �/�� )�)�@#( ��� T��#( %���/����!����#$�7����/���� , ��#*�����#$ 7�A&$�B?� "�U���S?����!�T��#$���@�� )��&
��!�B�������������7�
&(�!���������$�7���J3� "��	����(/%���
�
&(�S�! )W�&$ "�(�� )�)E;�y&$�G#��! )W�&( ��(�) ����� )W�&
���� @��&
�S���/����!����#$����!�T�!&
�2�D���@�����
	��!�! "�$�@���$'��6���! "�
��������	��� �W�&����� T��#$ T�!�!������/� %���3� "��	������/� %�A&(�T?6 "���8��#(���</���� , ?6 )	����('>��#( %�
�� )�"���������m�����!����?
� ?
	��S+*����£�¤�?
���������!#
���! )�)��&
�� �EHj9 , ���8'A������ )/�����'k��#����7���/���+�!����#$�7����/���� , ��#*���4��&
�T���$���� ��)���$����'
 "�����������(�������$�) ,  U'����$���?� "��� )3� .��#(���p���@���<���7�6�����!���
�%���*�������)�����) �E

F��=�! "�@��#$ )����#*�!�! "�10
��#( %�!&
�
�����$/�3����&( U���s��#( T��3� "����/� %����/���3� "�
?
	 ���.�EO�<#( ��h0A?
	���#$ %�!�!���('
����'>�) "�
������$����7���@��#( )���� )���=���<�DE �DE '6E
�����$'
���µ3����!����?
� )�)0��

��K �� . X��hR� � . ��� KD��´��¡R"´
���:� � �H0 , #$ "�� � '� "�$���! ��C�)���
3� "��/� "�$�) <����'A���!���!��?�&$�������s0����('� KD��´
��Rh'
 "�(���! )�<�@�����$'�����3����!����?�� , ����#.�(��������6'A���!���!��?
&(�������O0�� )���9�����$'23����!�����$�) c��ES�<#A&$�p�=���@�����/� 73����&$ )�T���e� 0 ,  %-A�$� ,��#$���<�D���!
@H�

97K�G �� . X"�:G b 
)R$#T+ ?&%%K 
 � �� � . R�XN��´
, #( ��� '%m���C��#$ <�!�!���$'
����'A���) )'��(��������$������?(��?�������Z	5'A���!���!��?
&(�������OE
2.3 Quality Measures�����(�� T��&
�C�D�A��&(�O���<�����)���7�
� )I��!���� )������/�/��� )/����! )�<��#$���S�)���
+
�$����?� 7�)���7�
&(�! )'9 )IA���)���	 , ����#9���)���(�!�!���
�T������&��
�8���;���(���) �0
,  @�( ) �'*�!��W�&(���
�����!������3� "�	m'A��Y6 "�� ��
�������! 7?6 �� ,  ) ��*��&
�8���
������I�+�������������k�!�������! )/��� ��7�������6���! �' ���\�A )�)�������(�(�*���('g¤
E2�<����#J�D���
����$'
�����!->�!�)���6 %���('��D���<�����'A���(/ , ���$'�� , �!�)���6 �0 ,  , ��&
�'5���-y ��&
�O���/����!����#(���;�!�������
����I��������! @��#$ C �IA���)�13����&( ;��� ,  "�
�����6����+����?
� %���O �3� "��	T�6���������������(������#( @�!���� )���2E��h ��H(d;<;$K=()*)*7´
0�2�3�4V5A´
9TR�?6 8�7�!���� �������/�/��� )/����! �ES�% "·
�( T��#$ %3����&( T���O��#$ %�!���� )�������
 )IA���)�@���$� ,  "���)�*),+&-/. # �����!�! ����O���<�D����� , �)¬
� ),+&-0. #G¢ �q¥ 798�:< ()*)*TªB� .���¢ D�¥�® )FEHGID�J�0�2�3�465AK��DR6K�97K�� .C�(´iD�´�0�2�3�4V5�R!¯A®
x���3� ��k��#$ 5 �IA���)�����(� ,  "�����8��#$ 2��/�/��� �/����! >�)���U��&$�!���������h0 ,  �)���J'
 "·
�( ���#$ ����A���T�� )����+Z�!W�&$���� )'J ��!�����@'1�T�$2 � ���T�!�! "�43
���<�D����� , �)¬
'1�T�$2 � 798;:<65 �

G 0�2�3�4V5XK��DR�G �`0798 . ��: )<; .>= K�� �"!$# ¢ D�¥VX|�*),+&-/. # ¢ D�¥=R \ ®
3. LANDMARK WINDOW ALGORITHMS������#
���O�! )�)������� ,  S'� )�!���!��?6 @���/����!����#(�.�<��#(���O�������
�!�������)���!�� "+����! �'*��/�/��� )/����! )���=���8'����!���!���� )�����@��3� ��T�7����('
�����!- , ���$'�� , E��&
�2���/����!����#(���> )I��
������*��#$ 2�����(���!���
���"����	}���$'H�)���
3� "��/� "�$�) 
�
�����6 "������ ��*'X���!�"&$�!�! )'k���~�X ��)������� +XE}j9 *��#( "�k�
�� )�! "�
�>�!���� 
 )I��6 ��!���� "�
�!��;�� )��&���!�U���9�� )��<���('9�!	��
��#( ������2'
���!�2�!���� ������T�!�
3������'
���! ���#$ T "Y6 ��)����3� "�$ )�!�T���S��&
�%���/����!����#(���)E

3.1 DescriptionV8 "�� ,  m�
���������! g���/����!����#$���m�D���9�������
�!���������$/��)���!�� "����! )'��/�/��� )/����! )����3� ��7����('
�����!-A+D?$���! )' , ���$'�� , �)0 , #$ "�� 2��#$ ����('
 "+�6 "�$'
 "�
����/�/��� )/����! 2���� "����#$ "�����H �IA���� )���9����PA²A³(Es��&��.�D�A�"&$�
��������KD���( �+�����'
 )'$R5�)���!�� "����������(�>��&(�!#:����¦
§�¨
NA©
ª�°m¬S«�±µK"�LY
�R � L(M�N�KD«6R!¯g���$'�¦
§�¨
NA©
ª�° ¬U«� PA²A³�KD«6R!¯A0T�����#$��&$/�#|���*���
�!��������/�#
���D��� , ����'m#$� , �!�> )IA�! "�$'J��&
�U�! )�!#��
��W�&$ )���!�2'
 )�� , ����#� , ��+Z����'� �'*�)���!�� "����������$�T��&(�!#*���@¦
§�¨
NA©
ª�°B¬$KDPA²A³�KD«6R X"
�RC±H«>±KDPA²A³�KD«�RHY?
)R!¯AE*�(���. )I��6�������������10 ,  �'� ��!�"�!��?6 *��#$ 5�����! , #( "�� ¦
§�¨
NA©2���7&$�! )'H������#$ 2'
 "�6 "�$'� ��
�5��/�/��� )/����! �o%��&����! )�G#
�
��W�&( )�
 )�������	2 )IA�! "�$'*�!�U��#( T�)���! , #( "�� A@�¨
LT���@��#( T'
 "�6 ��('
 "�
�%��/�/��� "+/����! �E
��&
�9�!���&$�������|���
3����3� )�4��#( *&(�! 4����#
���!�!��/��������9���>�H��&$�7+

������	k'����!�H�!���!&$�)��&��� J�D���*��#$ m���$�)���7���$/}'����!�H��&
��� )��� .C� ¢���¥ZE
�<#( %#
���!�!��/��������8�)���
�!�����J���*����'� "�� �'*�! )�@���:%µ��'$�!���) ��
��?
&(�!-A+
 )�!�*����'� "�� �' ?
	k��?(�!�����!�!�� H��3� "�J��#$ JI�+Z��I����)0.���$'����� g������#( 
�D�����CB!K�D * ´_O * R"´)K�D \ ´�O \ R"´)®)®)®6´)K�DFEB´�OFE%R	G"E F8/�/��� �/����! ��m���� J���
+
�
����I����.���! )'g������� ��#$ �#
���!�!��/������������:�*�!��������/�#
���D��� , ����' , ��	�0?
	J )�!�����.�������$/���#$ *��3� "�!���� , ����#k��#$ 2 �I����!�����(/J?
&(�!-A )�!�)E:�<#( 

16



�����
����I��������������� "�!�����m���~�)���!�� "����! )'|��/�/��� �/����! ��m�)���� )�2�������
��#$ g���!&��$�)��������� �����k�����$/�� g?�&$�!-A )�gKD��#( 9?�&$�G-y )�J�)���
�!�����
���(/
K"�LY?
�R � L(M�N
KD«6R"oO��#$ �?�&$�G-y )�U�)���
�!���������$/g��#( ��. )���g�D���UPA²A³
R"E�A���. 5���!��&(�U�(��������K�_���dA��0(��A����<&
�����=�����7���Z	
RB���B�� �W�&����� )'4�!�2 )��+
�����.���! ���#$ 7�A&$�B?6 ��U���;'����!�2��&
��� )�%��� �5��&
?
�����$/� ����;�������(/�� 
?
&$�G-y )�)o%#$� ,  )3� "��0S&��
�6 "�!+������� ,  "�!+D?6��&
�$'��>�)���:?6 2�� "�6�����! )'?$���! �'����g�)��&��
�����$/J���.'A���!�)����'A���(/g��#$ � "�
������ 5?
&(�!-A ��)0��� ����6 )�"+
����3� "�	�E;�e�6���h?6 "�$ "·$�"����6�!�@�����A�)���! @�����!�O���$��#( S���(���) <�!�<?
&(�!-A )�!�
���\��#( ��� )/������ , #( "�� >���
������I��������������~ "�!���������� )I��6 ��)�! )'6EHj9  �I���������5��#$ 5�
������ "������ )��'� ��!�"�!��?6 )'g���H��#$ 5�
�� )3�����&(���! )�)�������:�!�
'
 )����/��k���
�
�����
�!�����! *�!�������! �/��� )���!�*'
�*��#
���)EJ���J�$���������"&
�����0 ,   �I���������*��#( 9�����$���!������������	k���U �IA���� )����� , #( "�}L(M�N4���>LAPAQm�����#$ %���$'� "�� "�('
 "�
�T��/�/��� �/����! �0(���$'2��#$ T{< "�
��������6���7���@�p#$ )���� )�
, #$ "�*PA²A³U���%��#$ %���('
 "�6 "�$'
 "�
�T��/�/��� )/����! �EF@�T���
	4/���3� ��H�.���� "�
�)0S��&���#
���!�!��/������ ?�&$�G-y )�!������ 5��&
�$ )'
�=����&
��+Z�!��+���#$ "+Z������ "�
��'
���!�J��&
�
� )��������� ��#$ 2�!���� )���2EgV%� , + �3� "��0T���� �I����!�����(/H?
&(�!-A ��*�����A�)���������������}'
 )/�����'� J������� ��#$ 
/���3� "�g�$�������������������$/J�6������)	:K�&��
���D�����>0CW�&$���
����� �'(R , ����#g��#$ ����!+�!��3���U���T�$ , ��&
�
� )�)E�j9 *'
 )�!�"�!��?6 J� , �m?
&(�!-A ��5�� )�����A�)����������!�������! )/��� ��7�!���)���7�6 "�$�!���! ��D���T��#
���)¬,�6�(]�`�_)f)a�`�_<���(' ����_�["_�tU_"a�`�E
�<#$ , #$��� )�!��� @���
���������!#��)���U��� )�! ��	B�� )3����! ��C��#$ C�! ��h���
?
&(�!-A )�!��q�����µ�!�"�����!�!#J���% )���G#4�!�! "�*?$���! )'9���4���( , �(���������������
���6/�oS��#$ �� ������A�)���������k�� )W�&
���� )����#$ �&(�! ����p�!���� ��D���������@���
�! "�!�6������������
K�_���dA��06?$���! )'g���4&��
���D�����U����	
R"EJ�<#$ ����� )�� )�� )��%�����
�������G#\���!�� )�
�!���
�� )�! "��3� ���#( U )I����!�����$/2?�&$�!-A )�@�����������!���!&(����&��� , #���� .�!�!��	����$/�����$�����!�! "�
� , ����#���#$ m/���3� "�}?
&(�!-A )�����$/���������)	�0U�!�J�� )'A&(�� m��#$ �����
����I��������������k "�!�����T�� )��&
������(/*�������µ�� "�6 )���! )'m�����
����)���������H���
���
�! ��!�6������������9?(���! )'2���2��#$ �&
�
���D�����7���Z	2���!��&(�7�$�������1E<�$���@ )���G#
�� ������A�)��������� ���
���������!#h0 ,  *'A���!�"&$�!�*� , �m?
&$�G-y )�5�$�������������������$/��������"�� )�)¬���#( T·����!�@�(���������������$�B?
&$�G-y )�!�%&��
���D�����7�	�0 , #$ "�� )���%��#$ �! ��)���$'*���!�� )�%�!�.�������
�!�����JW�&$���
����� )�)E

3.1.1 Sketch of Our Algorithms��&
�8���/����!����#(�.�B�D����� , ��#( U��&$������$ �/���3� "�m���9�h��/�&��� &��E<�<#$ ��&
?
����&$�����( )�;�=�
������������� )V��q�!�!��/����������(')�@ )�����A�)���! �V����!�!�A/�������'A����+
�= "�C?$���! �'2��� , #
���G#����$'� "�� "�('
 "�
�8��/�/��� )/����! %���<��&
���
��� )'6E@F���!��0��#$ <�)���('A���������$�C�D��� , #
���G#���#$ )	8���� <�����
��� )'����� <'A��Y6 "�� ��
�)EC�h�����!�)0
,  <'� ��!�"�!��?6 , #$���S��#( ��! ���&
?
����&$�����( )�;���� <�D���S �IA���� )����o
��#$ "� ,  '
 )�!�"�!��?� , #(������#$ )	����� %�=���8PA²A³(E
�:y����:zvy����
	�����������&}������������Hz�¬
���H{�����¬h'
���!���!���� )�������$'*��/�/��� )/����! UW�&( "��	
�����${�����¬h�� )��&
��%�!���� )���
��� ����������������) )V������!��/������2K�%>R"o
�D���)� < �T�!�FU�'
�
�� )��'*��&
��� �� .C� ¢���¥Zo
���%K=2�3 36�,�! ���3 3 * R<��#$ "�"��� �=�
������������) )V@���"�!��/������2K�%2R"o
���%K=2�3 36�,�! ���3 36\)R<��#$ "���@ )�����A�)���! �V����!�!��/������2K#�*R"o
��'
'*��&��
� 7�!�.���
���������!�����! 7#����!�!��/�������?�&$�!-A )�)o

$%��������~|�M�&�:y����:zvy����
	���������'�c}����(�)�����Hz

3.1.2 Extrema as the Independent Aggregate�1 )�O¢ *(´,+!¥A�� "�
�� )�! "�
�1��#( O�!&��
�
���(/%�����(/� ��
�� )'A���)���! �0�_�� dX��0�¢ *(´,+G¥ <¢ �7���O´�K"�fY 
)R � �7���(¥ZE@x���3� "�4�7�( , �7���
�����mKD���T����I������AR"06��#$ �����(/� ���#����D�!�U�!�m¢ * g ´,+ g ¥�E.�=�
������������� )V��q�!�!��/����A�����T���
3���-y )' , #( "�
2
3 36�,� i��3 3 *%���U�!��������·$ )'60 , #
���G# �A�)�"&
��� , #$ "�HK+
g b *
R��D���U��#$ 
�����! U���SL(M�N(0A���('JK* g � +�Rp�D���%��#$ T�)���! 7���OLAPAQ(E
j�#$ "�9��#
���%�A�"+
��&����)0 ,  O�)���T�� "����������������� %��#$ �#
���!�!��/������|���$'T�!���!�1��&$�h���
��#$ S��&�+�
� )�<�! � "��&
���!�T��#(�����������
� , ����#$��&$�C���(��&��!�!���$/����
	U���
�
����I����.��+

�������> "�!������E:�� ������A�)���! )V����!�!��/����������C���
3���-A �' , #( ��c2
3 36�,� i��3 36\���T�!��������·$ )'60 , #����!#g�A�)��&���� , #$ "�HK* g.-< *
R%����K+ g/-< +)R"EUjg#( "�
��#
���2�A�)�"&
���)0 ,  *�)���k���!&
�(�����! 9��#( 2#
���!�!��/������2oU��#$ 2�� )��&�������$/���
�
����I����.���������: "�!�����T���%�(���%�"&$�T&��������3� �E.�h��/�&
�� F+�����&$�!�������! )�
��#$ T�)���$'X���������(�T�D���%LAPAQ(E
0A� ��b���a�`�� [�_21 ��f�be] dX^ZaAt431x���3� ��J��#$ %·����!�L%���&
�
� )��� .C��¢ ��¥1��#(�������!+
�!��3� �0 ,  T'
 )�! "���7���$ U��#( %�����(/� �¢ *(´,+!¥h�q��������#$ �� .�� ¢ ��¥�® )2+Z3����&( ��)E
V%� ,  �3� "��0S�!���. 2���8��#$ )�! 2��&
�
� )������	m?6 2��&(�!����'
 *��#
���������(/� �0�!� ,  ��)���4��&
��/� ���#$ )������������ )������	�E�j9 5�����
�����A&$ 5�!�2�� ���'
��&
��� )�)0s�����$���!�������)����	4��#����D�����$/9��#( 7�����(/� 2¢ *(´,+G¥O?$���! �'J���4��#( 
���!�!��3����$/H«
+�3����&( )�)0<&
�
����T �IA���)���	P% ��&
��� ��5�� )�������}���D�! �����#( 
�
&���/� )�)E
5;aA^"b���b���]��61���f�be] dX^ZaAt43 % �
���D�����k�$���������������
���$/B���1�!��������/�#
���=��� , ����'�¬� )� D?` < *>Y�D ��798 -E E
:;_"a�`�`�]�[�aAbD_;1�� f�bD]�d�^�aAt&3C�<#$ "�� 7���� 7� , ��/� "�$ "����<�����
�������G#$ )�%�D����� )�����A�)�������$/ ?
&$�G-y )�!�)E �=�}��#$ , #(��� )�!��� g���
�
�������!#10 ,  *'X����+���!��?
&(�! C�q�� )W�&( ��(�) �������������#$ S���'T#����!�!��/��������$�������������������$/��!�@��#( 
�$ , ���( �oS )���G#4�( , ���� �W�&( "�$�)	m���U'
 )�! "���7���$ )'J?
	m� ,  "��/�#
�! )'����$ )���U�)���B?
���$��������� ���S���'2�q�� )W�&( ��(�"�� ��)E@�h��/�&
�� �
KD�AR�/���3� )�8��#( 
�$�! "&('
�A�)�A'
 �EU���9��#( T���� ��) )�� )��<�����
�������G#10 , #$ "�9���$ , �����(/� ¢ *,g=´,+
g ¥@����&$�! )���!���� �?�&$�G-y )�!���!�*?6 2���!&
�$�)���! )'60 ,  ��� )�����A�)���! ��#$ ����(���) ��D���8�( , ?
&$�G-y )�!�B���4�2�.���
�( "�.��#$���%?6 )�!�%�
�� )�! "��3� )���#$ %�(���������������
���(/2�6������)	�E@�h��/�&��� A��K�?�R�/���3� )�8��#( %�$�! "&$'��A�)�A'
 �E
< 

a��(b���`�_)f�37���g��#$ 2����������������) )V@���!�!��/����A� �!�! "�10 ,  ������7���	g�!�������#$ �·
���!��% ���$�)���7���$/k��&
��� )�2?
	:«�+Z3����&$ �E����}�O���������������(V@����+
�!��/������20y�!�%/� ��hW�&$���
����� )� ,  S�!�!����� , ����#*K�D ` ´�O ` Rh���$'�'
 )�! "���7���$ K�DSg` ´ O6R"0 , #( "�� O < *E>= E`�� * O ` ?(���! )'*���*��A����O&
�����D�����7����	*����+��&$�7�(�������(�)E��=�9��#$ %�
�� )�) )�� ���;���
���������!#h06?�&$�!-A )�!�8�)���9W�&
���G-A�	
?6 )������ 7&
�A?$������$�) )'6E���&
�T�!�������! )/�	��D���8���� ��! "��3����(/*��#$ UW�&(����+
����� )�����
3����3� )�9�A�)�)���������(��U�� "��/����(/:���$'H���
����!�����(/k���T?�&$�G-y )�!�)0
���$'7���S�����7������p�!�%��#$ ��! ��G#
����W�&$ )�C&$�! )'7���n¢C��¤�¥ZEOjm S�6 "�!���A'A���)���q	
�!#( )�!-4�!�*�! ) , #$ "�g� , �2��'�� ���) "�
�U?�&$�G-y )�!���)���J?6 ��� "��/� )'J�����#$ T�!���� 8������ T���@�U�����(/�� 7?�&$�!-A )�@���
����)E@�=�s��#( ��� %�����T�$ )�@/������
���J���7�
����3� )�. "�
�)0S��#( "� ,  B�� "�!�D����� ��#
���7�. "��/� "+Z���
����Ju�� , ���$v�EF��� ���/� U���6 "�����������g�!��-A )�8� , �.��'$�!���) ��
��?
&(�!-A )�!�)0OK�D�`�´_O?`¡Rp���('K�D `9? *)´�O `9? *)R"0y���$'��"�� )���! )�<�%�$ , ?
&(�!-A ���K�D ` ´�O ` Y�O `@? * R"o��T���
�������� "�������������!��-A )�>�m?�&$�!-A )�9K�D?`�´�O�`�R����$'k�"�� )���! )�2� , �*?�&$�G-y )�!�
K�D ` ´�AB\ R*���$'�K�D `9? *)´�AB\ R"E jm m&$�! g��#( g3����!�����(�� H������#( J���� "+
W�&$ "�(���� )�)0 , #
���!#J���7��#$ ��!�!���('
����'g�� )����&��� .����uZ/��A�A'A�( )�!�!v*�D����HW�&$���
����� �'��$���������������
���$/�¢C��¤�¥Z¬DCE*�FyK#�*R < *EG= ` K�O ` X O�R \
, #( ��� O < *EH= O?`�E

b’a’ba b’a’ ba

IJIIJIIJI
IJIIJIIJI
IJIIJIIJI
IJIIJIIJI

KKK
KKK
KKK
KKK

LJLJLLJLJLLJLJLLJLJL

MJMMJM
MJMMJM

NJNNJN
NJNNJN

OJOOJO
OJOOJO

PJPJPPJPJPPJPJPPJPJP

QJQJQQJQJQQJQJQQJQJQ

KD�ARf2�3 3 �,� �� 3 3 * K�?�R�2
3 36�,� i��3 36\
$%��������~N� �>R&�����S����������TU���Q~��WViy�X"�2��������yV}!��YS~�Z[�\T��2������yVz
y����]V,^�X	.	~SyV}=}_��`Sy���~�Z[��T2�2���(�?yVz y���~a`SyV}=} ~b�/c

3.1.3
PA²A³

as the Independent AggregateF8�!��&(�� @��#$���O�"&
�!�� "�
���	U��#( @W�&$ "��	%�����$/� <���@¢ �� �(´!����I�¥�0 , #( "�� 
17



	 ���A}�~bT�y6}�~,.	~SyV} }���`Sy���~(¬
�2�H{�����¬1���'2#
���!�!��/������ � �"E � < ªXK�D ` ´_O ` R!¯B���g¢ *(´ +G¥�����${�����¬h�$ , #����!�!��/�������� � )"W < ªAK�DSg+ ´�OAg+ R!¯����g¢ *,g=´@+
g ¥� � )"Wa���O���������������(V@���!�!��/����A�>K#� �"E � R"o���@K* g ±H*
R<��#$ "�

, #
��� 5K�D g+ ± D ` R���YNY7o
 "��! 
, #
��� 5K�D ` ± DSg+ ReD�Y�Y7o

, #
��� �K�D�±a%2R<���('9K=�2±�%>RC'
�
O g+ Y < O?` ��� � ����� B
	��� ��� 	���� 8 ����� ��� B� ��� �� B
	�� 8 � B���@K�D g+ ? *  D `9? *�R D�YaY7o
 "��! ���YNY7o

�E��~b`S~,zv~SyV}=.'~SyV}=}�� `Sy���~(¬
�2�H{�����¬O���'2#
���!�!��/������ �	�"E � < K�D�`�´�O�`�RC���g¢ *(´,+!¥�����${�����¬1�( , #
���!�!��/������ � � )"W < K�DSg+ ´_O g+ RC���g¢ *,g=´ +�g ¥

��� D.��&$�G#9��#$���%+ g Jm¢ D?`�´�D�`@? * ¥�oD g+ < + g o
O + � < 7,8 ������ 	�� 8 ��� o-y ) "�>?�&$�G-y )�!� B!K�D�*)´�O�*�R"´)®�®�®�´"K�D +�´�O +�R	G"o
���
������� ��������
���(/�?�&$�!-A )�!�8���)�)����'X���$/2�!�.����I , ��'���#$�)o

$%��������~�� � 	����A}�~bT�yV}�~cy������E��~b`S~,zv~Sy6}S�c}����(�)�����Hz"T

�� � < *� = �
. � .C�6¢���¥Z® )����8��#( %�!&
�
�����$/*�� )���2����������&��
� )��� .C�6¢���¥

��#$���U#(��3� *���!�!��3� )'g&��\�!�m�!�! �� 3hEg�<#$ 2���!�!��3���T���8�*�( , ��&�+
�
� U����	5����&$�! �� � ? *8�!�7��#
���D�@������� �� � ECV8� ,  )3� ���0���#$ .{p ��
������
�6���7���U�p#$ )���� )��/���3� )�T&$�%�!���. 7���('A���)���������k���<��#$ T?6 "#$��3������������ � ? * E �=�k�$���������"&
�����0T���*�! "���2&$�2�!�g )I��� )�)�*��#$��� �� � ? * , ����� �������� , ����#
���>��#( @�����$/� U¢ �� �fX������ � ´ �� � Y ����� � ¥ , ����#2£"!A��������?�+��?�������Z	�E \ �<#A&$�)0 ,  2-A � "�k#����!�!��/������ ?�&$�!-A )�!�>���*KD�7���O´)K �� ��X� ���� � R"´)®)®)®1´)K �� � Y ����� � R"´ ����I$R , #$ "�� %��#$ �?
&$�G-y )�C��A�)���������$������?6 "+� ,  ) "�9���� 7'
 )�! "���U���( )'*?
	*��#$ B�$�������������������$/���������)	�EB�=�
������������� "+V@���!�!��/����������T���
3���-A )'g���(�) ����
���������q	�0<?
&(��2�3 36�,� i��3 3 * ���B�A&
�DE
�@ )�����A�)���! �V����!�!��/����������h���
3���-A )' , #( ��	2�3 36�,�! ���3 3 \ ���S�!��������·$ )'60
, #
���G#9�A���"&���� , #( "�$ )3� "�8��#( U�� )���*��#
���D�!�)E
0A� ��b���a�`���[�_;1���f�bD]�d�^�aAt&36�@ )��'>��#( <·
���!��%���&��
� )�L� .C� ¢���¥$���$'5�����7+
�
&$�! �� � < *EG= E. � .���¢���¥Z® )JE
5;aA^�b;�qb;�q]��61 ��f�bD]!dA^�aAt&37j9 2�)���(����'
 "�>� , �m�!�������! )/��� )�)¬n���$ 2��#$����$���������������(�@��#$ @��&�?
���
�! "��3���;¢ �� � X � � �� � ´ �� � Y �� �� � ¥
&��
���D�����7�	�0(���('���( 8��#(�����$���������������(�@��#$ ����
�! "��3���h���)�)����'X���$/��!�T��#$ �W�&$���
����� ������
��#$ T�(��������S'A���!���!��?�&$������� , ����#9�� )��� �� � ���('9�!�!���$'�����'m'
 )3�����+�������#��$�� � E
:;_�a�`�`�]�["aAbD_21 ��f�bD]�d�^ZaAt43(�<#$ %��&
?�����&(�����$ )�<�D���;��#$ , #$��� )�!��� 7���('�
�� )�) ��� )��;���
�
�������!#$ )�7���� �3� ���	2�����7�������E��p#$ U���
�	*'X��Y6 ��� "�(�� 
���.��#(���7��#$ ��� )�����A�)���������\���@?�&$�!-A )�7�q�� )W�&( ��(�) ��7�A�)��&���� , ����#
�����#$ T��&
?����
�! "��3���%¢ �� ��X%����� � ´ �� �)Y&����� � ¥ZE
< 
�a��$b;��`�_¡f�3h�<#$ T'� )�!������T���� T��#$ T�!���� T���<�D���8 )IA���� )�.��E

3.2 Experimentsj9 <�����>���> )IA�! "�$����3� T�! ��C���h �I��6 "�!���� "�
�!�@�!�T&��$'
 "���!�!���$'2��#$ 
�=����� , ���(/>W�&( )�!�������(�)¬
� V%� , &$�! "��&
O���B���T�!��&$�! ��2��&$��������	*'����!�2�!���!&$�)��&
�� 2K����

\ j�#
��� T��&
�@'A���!�"&(�!�������2&$�! )�<�T�)����·$'
 "�(�� ����
�! "��3���1���h���( @�!�!����+'
����'*'
 )3������������10h��#
�������@����&
�(��?�� U�(�������� )�! ���E

��#����O�����! O#����!�!��/������.��Rh�!���.�����
�!�������)���!�� "����! )'U��/�/��� )/����! )�
�������������! )':�!�* )�7�
���	����$/g�ku��� �������	�� )�!�!v4���/����!����#(���
jm *���!�) "���!�����k��#$ 2���$� ,  "�>�!�9��#����.W�&( )�!�������k?
	J���
3� )�!����+/��������(/k��#$ m?6 "#$��3������4�H�����7�
� J#( �&��!���!�����:�)���7�$���� �'��!�
#����!�!��/������7+D?(���! )'J�� )��#$�A'
�)E

� V%� , '
�*��&
���������6���! �'k�� )��#$�A'��������7�$���� , ����#:-A�(� , �#����!�!��/��������! ��G#
����W�&$ )�)0����T�$����������&������0� �W�&�� , ��'
��#����$'T )W�&
��+'� ��(��#*#
���!�!��/����������Jj9 T'� )�.���$�!�������! ���#$ %���7�$���)�8���S'
 "+
����/��
���(/.�� )��#$�A'��S��#(���C���� )�"��·$�)����	>'� )�� , ����#���#$ C�D�A��&(�! )'��&�?
�����$/� ��C���
3����3� )'��������$� ,  "�!���$/7�����!�� "����! )'���/�/��� )/����! )�)0������#$ "�U��#$���*�D���%��#$ >a �1^A��]A^���·$IA )'*�����$/� )�8��#(���% )I����!�����$/
#����!�!��/��������� )��#$�A'��8�)���$����'
 "��E

� j�#
���G#:�����
�������G#$ )� , ���!- ,  "�C�=���U��&
�.�! )�G#
�
��W�&( )���|jm #(��3� ��)���$����'
 "�� )'J� , ��/� "�$ "����S�!�������! )/��� ��)0 , #$��� )�!��� 5���('���� ��) )�� )��D0
���$' , ����#
���� )���G# ,  �#$��3� S�)���$����'� ��� )'7&
�����D��������$'*W�&(���
����� )'m?
&(�!-A ������(/��6������"�� ��)E
�h�����!� ,  T )I���������g��#$ 7 )I��� "�!���� "�
�!��<�! )��&
�1E@�p#$ "� ,  T�����$����'� "���#$ T���$� ,  "���@�!����#$ )�! TW�&( ��!�������$�����9��#$ T�)���
�! )IA�@���S��#( 8��&�?$�! )�"+�������$����#(���7�� "�6���������:��#$ ����)�"&
������	 �=���. )IA���� )���9���$'HPA²A³*���
��#$ %���('
 "�6 "�$'
 "�
�7��/�/��� )/����! �E

3.2.1 Experimental Setup'hy���yA�Hj9 2&$�! )'k� , �9�� )���'����!�J�! )�!�)¬ % �XF8x%i@0C&$�!��/� m'
���!�����+���( �"&$�!�!���� ����5������� FC�*)%�ToO���$'kz9xT{<�,+70O�����-)����$/H���
£A�.(�������'J�"�����!�����$/��U���gz*���
�!/����� "��	4{<��&
�
��	�0sz*�7E /5j9 �����!�
&$�! )'�� , �%�!	��
��#$ )�����T'����!�T�! )�!�)¬10��D�C�<0y�20$���
·$���>'X���!���!��?
&$�������*����6�����
�!� , ����#43 <65 o
���$'�z % �
�8�e�H�@F8{�0��T?����$���7����O�T&�������q�����"+�!�����?6 )	����$/���#( �u
!���+@+��B�� , v�E 7%�<#$ ��� )��6'����!�7�! ��!�<���� @����'
 "�� )'��#$ , ��	J��#$ )	 ,  ��� 2���!��/����(����	k��?(�!�����( �'�o8��#( >�!	��
��#( ������m'
���!��! )�!� ,  "�� T/� "�$ "�����! )'2���*�����('
���µ����'
 "��E8��Q~���� ~bTB�Cj9 <�! )�!�! �'7�)���!�� "����! �'�W�&( ��!�� )� , ����#7?�����#.�����$���!����������$'m�$���
+Z�����$���!�������2���$'� ��6 "�$'� "�
�.��/�/��� )/����! )�)En�=�9�(���������"&������0
�D���������(���!���
���*��/�/��� )/����! )� ,  �&$�! )'gL(M�N*������#$ ����('
 "�6 "�$'
 "�
���/�/��� )/����! , ����#9��#( %�
�� )'A���)���! U«*±kK"�fY 
)R � L(M�N
KD«6R"ES�(���@�$���
+�����(���!���
����W�&$ "�!�� )� ,  O&(�! �'�PA²A³@���h��#$ C���$'� ��6 "�$'� "�
�;��/�/��� )/����! 
, ����#J��#$ T���� )'A���)���! 5«J}PA²A³
KD«6R"E%j9 7&$�! )'9¦
§�¨
NA©����$'�@�¨
L������#$ T'� "�� "�('
 "�
�T��/�/��� �/����! ������*?6����#*�)���! )�)E8��Qy6}����9;:T~Sy6T�����~6�T�O���� �����&
�� 7��#$ 7���)�"&
�����)	�0 ,  %&$�! )'9��#( �D�����B&
���/���3� ��*���4�X )����������+X¬

'1�T�$2 � < <==> �3 ��
. � * K�� �"!$# ¢���¥VXN�*),+&-0. # ¢ �q¥=R \

R4�Az�{�~b������?: ~b��������T<��F%�U�2�������� ����@�� "�= "�� "�$�) �0 ,  U&(�! )'� , �%�����7�
� %#( �&��!���!�����)�;�!�T�������
�!�����*���!&
�
�����$/7���$'� "�� "�('
 "�
�@��/�+/��� �/����! .3����&( .���$'* "����#( ���K��qR��� )�! )�%��#$ U�)��&
�
�%����K����qR%�)���
�����A&$ 
�!�U��'
'2�!�U��#( 8 )I����!�����(/����( �0 , #( "�>�T�( ,  )IA���� ����73����&( %���@ "�
+�)��&��
�! "�� �'�o$��#����</���3� )�;�%�� ,  "�!+S���$'7&
���6 ��!+e?���&
�('*������#( 8 )IA������)��&��
�)06�� )���6 )������3� "�	�E�F8�����$/2��#$ U )I����!�����(/9�� )��#$�A'
�)0 ,  U�)���7+�
&(�! )'9u����!&$ )vT )W�&
� , ��'���#����$'� )W�&
��'� "�$��#�#
���!�!��/��������)0 , #����!#U�� "+W�&
���� )'��@�����(/�� <�(���!�h���$'U�B&
�������� @�(���!�! )�)0��� )���6 )�)����3� "�	�0
���1 )���!#
������ U�!�! "�1E<{C� )���!�	�06��#
�������<�(���<�D )������?
� 7���*�
�����)������ A@ ,  %#(��3� /���3� "�~��#( )� ���k&��
�D�����*��'
3����
�!��/� �E BJ�(���2��&��>�! )�!#
����W�&$ )�)0 ,  �)���(����'
 "��?6����#J��#$ , #$��� )�!��� 2���$'m�
�� )�) )�. )��;�!�������! )/��� )�)0S )���!#
/ F83��������?
� ����DC26�6�EGF�HIH�JIJ�J�K�lSt<o6mLK�M 1�3NH"/24�624"H�1�q,j6m�qIlIH�6Am�pSl<o
E7��@ )�� "�
�O�!��&('A�� )�<�����$ )� , ���!-U���������<'
���!��#$��3� @��#$� , �.��#(���O��#( �	���� T�.�A'� "� �' ,  ��h&$�����(/��T&�������������)�!�����¢��<��¥�EB �8���! ���#$���T��#$ ��� ��) "�
�U�����(/�� "+D�(���!�5�����
����I��������! *W�&$���
����� *���+/����!����#(�.�T���8¢�+A0A+��
0 +I��¥O���� U'
 )����/��$ )'m�D����]�O ���(_<�)���7��&$�!������������$'60X���n���
	������! �0 , ��&
�'5���-A ��	2/���3� �� )�!�@���)�"&
�����! ��� ���&���!�@��#$������n )IA�����% )W�&
��'� ��(��#9#����!�!��/������2E

18



, ����#J&
�
���D���������$'JW�&(���
��������(/J�$�������������������$/J�6������"�� ��)Emj9 ��)���
��&����� )��#$�A'��,J�C 1SjSlSt�4SjSl � sBq m��21<o�360.J�C 1SjSlSt�4SjSl ��� s 4?q26Vm$jSlX0E m$lIMSl�3Vl�4Sj � sSq m��21$o"360����$' E m$lIMSl�3Vl�4Sj ��� s 4�q 6Am$j<l�E
3.2.2 Accuracy for Independent Extremaj9 @�)���7�
&$�! )'2�)���!�� "����! �'5��/�/��� )/����! )�@���1��#( <�D������¦
§�¨
NA©
ª�°B¬
«*±kK"�:Y�
�R � L(M�N�KD«6R!¯T���$'"@�¨
L
ª�°7¬�«2±}K"�:Y�
)R � L(M�N
KD«6R!¯T��3� "��� ���;���$'J�!	��
��#( ������2'
���!�*�! )�!�)E.�h��/�&
�� 2¤5�
����!�U��#$ 5�����!�� "����! )'
¦
§�¨
NA©>���U'X��Y� "�� "�
�������� >�!�! "�$�7���%������$'��.���!- , ���('
� , ������$/
, ����#n��#( 8�!���� )���7���$/������
����I��������������(�T'
 )�! "���7���$ )'2?
	���#$ %�����7+�� )�����(/T�. )��#(�A'
�)0��D���S��#( ;'����!�%�! )�!� % �XF8x%i9���$'�06�e�S�<Ey�y���7�������
����!� ,  "�� T��?$�!�����$ )'*�D���8��#$ T����#$ "�T'
���!���! )�!�<?
&(�8���� T���U���!�! )''A&$ 2�!�2���$���� 2�)���(�!���������
�!�)Em�<#$ �/������
#$�7���g�h��/�&
�� 2¤
KD�ART��#(� ,��#$ �W�&$ "��	9���$� ,  "���T�D���U���<���@��#( ��� ���#(�A'
�)E��<#( "�� U���7�>�"� )����! ��(�������������4���;��#$ T�� )��#$�A'��)E@F8�� �I��6 )�)�! )'606��#$ 7�����7�
� 7#$ "&
�!����+
�������T/���3� U�� ,  "�!+@���$'2&
���6 ��!+e?���&
�('
�����S��#$ U )IA���)�TW�&$ "��	(o6?6����#
,  "�� , �����! ���#$���:���@����#$ "�.�� )��#$�A'��)E*F@��!�*���U )I��6 )���! )'�0S��#$  �W�&���'
 "�$��#�#
���!�!��/���������&$���6 "�!�D�������T )W�&
� , ��'
��#1E2�<#
��� , ���T��#$ �����! <����������#( @ )I��6 ��!���� "�
�!�)0
�!� ,  <'A������ �W�&�� , ��'
��#*���$'7�� "������������	9��#$ B�� )��&
��!�%����������#$ 7 �W�&���'
 "�$��#g�� )��#$�A'����4��#$ B�� )�.�����
+
���$/�������!�)ES�%���! T��#$���;��#( T )W�&
��'
 "�(��#*#
���!�!��/������µ���
�6 )�����%�!�T?6 
'A��3� ���/����$/�����������#$ U )IA���)�T3����&( ���3� "�������� �0 , #( "�� ����T��#$ B�
����+�����! )':�� )��#$�A'����������G-4���7�"����! "�	�Eg�<#$ 2/�������#g���:�h��/�&
�� *¤�K�?�R
�����
·������T��#
���)06������!�����(/9��#( U "�!�����T�D������#( T�������6���! �'J�� )��#$�A'��)E
�h��/�&��� T¤
KD��R��
����!�!'!� �$2!.h�D���p��#( <�
�����6���! )'*�� )��#$�A'��;���$'��=���
 �W�&���'
 "�$��#�#
���!�!��/��������T&$�����(/ 06�e�S�<Es�=�*?6����#g'����!�2�! )�!�)01���S���
��&����� )��#$�A'��T/���3� �3� "��	2�!�.���	'1�T�$2 . K�� )�!�8��#(���g��R����('*����+
�� )���;�!�@�!�!��?
������) T���O�@�)���(�!�!���
�C�����
����I��������������* "�!������EO�h��/�&
�� 8�
/���3� )�*���(�����/���&$�m/������
#(���D���n��#( *�)���! , #$ "�� �@�¨
Lm���2��#$ m'
 "+�� "�('
 "�
�T��/�/��� �/����! �E@V% "�� ,  T�! ) U���n )3� "�9/��� )���! ��T'A��3� "��/� "�(�� ?� )� ,  � "�* )W�&
��'
 "�(��#4#����!�!��/������.�%���$'*��#$ %�������6���! )'9�� )��#$�A'
�)E

3.2.3 Sensitivity Analysis for Extrema�O�U�! )�!�%��#$ %����?
&$�!���( )�!�T���S��#( U�� )��#$�A'
�)0 ,  %�6 "�!�D������ )'*��#$ �=����� , ���(/9 )I��6 "�!���. "�
�!�)EU�h�����!�)0 ,  T�����4W�&$ "�!�� )�U��3� "�T��#$ ��!���� '
���!�.�! )�!� , ����#>'X��Y6 ��� "�
�@���!�!��3���s����'
 "���)ESjm 8���!�� )'2�! )3� "����6������+'
������ "���B&$�!���������(�T���S��#( %�� ���O'
���!�.���$'2�D��&
�('>��#( %�� ���&���!�8�!�
?� �3� "��	T�����7������@�!�%��#$���! <�����h��/�&��� @¤�o�#( "�$�) �0 ,  C���7���S��#( C�
����!��=���%?
�� )3����Z	�ET�<#( �� ,  7��������·(��������	m�6 ����B&$�! )'9��#( U'����!�2�!����#$������
���������q	9���
�	2�����/� U3����&$ )�T�A�)�"&
�T���('*��#$ "�� %���8�5��&$'
'� "�*�����/� 
'A�����>���9��#( @�!&��
�
���(/>�7�������.��E<j9 %�
�� )�! "�
�@��#( @������!������������#$ 
% �XF8x%i:'����!�5�! �� , ����#9��#
�����$������������	�+��!�����! )'J�� )3� ����! 7����'� "�!���$/���n�h��/�&
�� T£�ES�<#( 8 "�!�����;�D���@��#$ % �W�&���'
 "�$��#9�� )��#$�A'2���
�6 )�����@�!�
?� p���$�"�� )�������(/ , #$ "�� )�������O���S'� )���� )�������$/7�D���S��#( @����#$ "�;�� )��#$�A'��)E�<#A&$�)0(��&��8�� )��#$�A'
�%���
�6 )���T�!�7?� 7��#$ T�����!�<����?�&$�!�)E
j9 73����!�� )'J��#$ 7�A&(�T?6 "�.���S#
���!�!��/�������?�&$�G-y )�!�U���$'������J��#$ 

�!���� � )I��6 "�!���. "�
�!�)E2�h��/�&��� 5 ������!�7��#$ ��� )��&���!� , ����#:��?
&$�G-A+ ��!�7�D��� % �AF%x%i@oO )W�&
��'
 "�(��# , ���7�!#(���! "�k�����*�� "���� ��! "�
�!������3� ���T��#$ *�)���U�6 )�����$/��. )��#(�A'
�)E:F%/������h0@��&��>�� ���#(�A'
��/���3� *��#$ 
?� )�!�2���)�"&
�����)	�E~�h��/�&
�� 5 K�?6R7�
����!�*��#$ ��@z9�Xi��D�������
�	k��&
�
�. )��#(�A'
�)E % �����$/:��?
&(�!-A )�!��������#$ "�*��#$��� ����0 ,  2�! � m�J�! ���+��������������������#$ ���&���3� )�)0 , ����#�E m$lIMSl�3Vl�4Sj � s<q m��21<o�3J�6 "�!�=�����7+���$/9��#( �?6 )�!�)0S��#$ , #$��� ��!��� *���
�
�������!#$ )�����H��#$ ��7��'
'X� �0@���('E m$lIMSl�3Vl�4Sj ��� s 4?q26Vm$jSlp�6 "�!�=�����7���$/���#( , �����!�)E
3.2.4 Accuracy for Independent Averagej9 @�)���7�
&$�! )'2�)���!�� "����! �'5��/�/��� )/����! )�@���1��#( <�D������¦
§�¨
NA©�ª�°�¬
«}�PA²A³
KD«6R!¯*���$'?@�¨
Lyª�°�¬S«k�PA²A³
KD«6R!¯2��3� "���� ���8���$'g�!	���+
��#$ )�����9'����!�g�! )�!�)E��h��/�&��� !9������!�*��#( * )IA���)�2�������G-A���$/H3����&( 
���2'A��Y6 "�� "�
�*�����. m�!�! "�$�2���U�m����$'
�����!- , ���('
� , ������(/ , ����#��#$ @�!���� )���U���(/������
����I��������������(�8'� ��! "���7���$ )'�?
	7��#$ %�)���7�6 )�����$/
�. )��#(�A'
�)0A�D��� % �XF8x%i9���$'�z % �
�%�D�H�@F%{%0 , #
���G# ,  "�� <�!#(���! "����%�� "�
�� )�! "�
�!������3� )�����<�� )��;���$'9�!	��
��#( )�����>'����!��E.�p#$ 7�
����!�T���

�h��/�&
�� !�KD�yR<�������!-
�<��#( T�����!�� "����! )'2¦
§�¨
NA©T�D���p���1��#( T�. )��#(�A'
�)E
% �
���-A , #( ��HL(M�N , ���5��#$ 5���$'
 "�6 "�$'� ��
�*��/�/��� )/����! �0<#$ "�� ,  �! ) T��#$���@��#$ 7�����7�
� T#( "&
�!���!�����7�6 ��!�D������� ,  "�DE;�p#
���<����?6 ��)��&$�! ��#$ T�� )���>�)���
3� "��/� )�% ����!�	����>�D���@��#$ )�! T'
���!���! ��!�)0��!�U��#$ %�!&��
+
�
���(/>��3� "����/� B���8��/��A�A'* ��!���������! U���S��#$ T���!&( U��3� "����/� �Ep���S��#( 
�)���7�6 )�����!�����)0C��#$ � )W�&
��'
 "�(��#g#
���!�!��/������ ��/������J�6 ��!�D������ �'J��#( 
?6 )�!��KD�����#(��&(/�#J�$���T��� ,  "�S���%���J��#$ �L(M�N��)���! ¡R"06�!� ,  U�G#$���! ������������ ����� )�! ��
�!������3� 2���\��#( '!� �$2 . ������!�)Ek��&
���. )��#(�A'
�
��/������k�6 ��!�D������ �'�?6 )�!�! ��2��#$���\ )W�&
��'� "�$��#10% )���� )�"������	k�D������#( 
z % �
�8�e�H�@F8{ '
���!�
E@F%�@�h��/�&
�� �!
KD��R<��#(� , �)06��#( '1�T�$2 . �D���
 )W�&
��'� ��(��#n/���� , �C�!�	� !���0 , #$ "�� )���O���C�� )�.�����$�C?6 "�� , ���%�=���;��&
��� )��#$�A'
� , ����#:��&
?�����$ )���n/���� , ��#hE4�h��/�&
�� ��m/���3� )�����(�����/���&(�/�������#$�7�D���U��#( .�)���! , #( ��� @�¨
L����7��#$ �'
 "�6 "�$'
 "�
����/�/��� )/����! �o��#$ "�� 7���T���4 )3� "�g/��� ����! "�U'A��3� "��/� "�$�) �?6 )� ,  ) "�4 )W�&���'
 "�$��#g#�����+�!��/��������8���$'2��#$ %�������6���! �'m�� ���#(�A'
�)E

3.2.5 Sensitivity Analysis for Averagej9 ��! )�!�! )'*��#$ T����?
&(�!���$ )�!�U���;��#( U�� )��#$�A'��%&$�����$/*��#( U�!���� 
 )I��6 ��!���� "�
�!����� ,  �'A��'J�D���.W�&( ��!�� )�7���
3����3����6/gL(M�N2���7��#$ 5���
+'
 "�6 "�$'� ��
�2��/�/��� )/����! �Eg�h�����!�)0 ,  2���!�� �'��! �3� "����������('
���r�� "�!+
�T&(�!���������$�����8��#$ 5'
���!�*���('J�D��&��$'J��#$���U��#( ����)�"&
�����)	m�=���.���
��#$ %�� )��#$�A'
� , ���<�����/�#
���	5?6 )�!�! ��TKDjm 8���7���@��#$ ��
����@�����$�) T��#( �"&
��3� )�@��A��-y )'m�����U�������E R2�p#
�������@�(���@��&��!�
�!�������(/ @>��#$ %�����$'����
���!�!��3���<����'� "�.���;��&
��� )�T#$ "��(�U��#$ ��� )���J�)���
3� "��/� ��D���!�! "��06���('
�����
	7���h��#$ <�� ���#(�A'
�<���� <?$���! )'.�����)���
3� "��/� "�$�) ��
�����6 ������� )�<���
��#$ 7�� ����1E7�<#$ "� ,  U��������·$�"������	J�6 ����B&$�! )'9��#( % �AF8x%i�'
���!��!����#(���%��������������	4���
�	������/� �3����&$ )�T�A�)��&��U���('9��#( ��� 7���%�>��&('A+
'
 "�2�����/� U'X�����2���93����&$ )�)E<�<#A&$�)0(��#$ ��!&
���
���$/2�� )��� , ���O'A�������#$���!�
�	H���.��#(�����������
�)E:�h��/�&
�� ����KD�ART���� )�! ��
�!�5��#$ *�������!-A���$/
3����&$ 7�D���T���S��#$ U�� )��#$�A'��)oSK�?6R<���� ��! "�
�!�T��#( ��@z9�XiH�=���T �W�&���+
'
 "�(��#.���$'���&��S�� ���#(�A'
�)ES�e�h���O�����$���� ��
�C��#$���1���$�� )��#$�A'��S/���3� 
, �����! C���)�"&
�����)	T��3� ������DE@��&
�O�. )��#(�A'
�O'A��'B�$���h�6 ��!�D�����}��� ,  "����O��#$ <���!&$ < )W�&
��'� ��(��#n�� )��#$�A'�0����S��#(� , �U�����h��/�&
�� )�)��K�?�R"0A'A&( �!����#$ %�� ����*�����
3� ���/� U���!��&$�7�(�������m?
&
��������
�!����#( ��2oA#(� ,  )3� "��0��#$ )	 ,  "�� @�"� )���!�	���&
�6 "�!�����@�!�T )W�&
� , ��'
��#2#
���!�!��/��������)E;jm @����!����!�� )'T�!&��
�
���(/8��#( S )I��6 "�!���. "�
�!� , ����#U3�����	����$/��A&$�T?6 "���O���
?
&(�!-A+ )�!�)0
?�&$�@��#( %�
����!�8'X��'2�$���@�� )3� )��O���
	��$ , ��?$�! "��3����������(�)E

4. SLIDING WINDOW ALGORITHMS�(���S�����'X���$/ , ���$'�� , ��/�/��� )/����! )�)0A�.���
	U���$��#( C�
������ "������ )�S'X����+�"&$�!�! )'H���~�A )�)������� +9'��J�$����#(���'�E �=�:�(���������"&������0U )IA���� )�����
���� %�$���@�����(���!���
���7���('>�)���
·$'� "�$�) T���
�! "��3�����T��?6��&$�@��#( T�� ����
'
���$���8�)���
3� "��/� T���-A .��#( )	>'������4��#( %����('
�����!- , ���$'�� , �)���! �E�<#A&(�)0 ,  B&$�! 7�!���� 7�� )���!���$��?
� �#( "&
�!���!�����)�T���J��&������/����!����#$���)Ej9 %'
 )�!�"�!��?6 U��#( ��! %���$'5�
�� )�! "�
�@�!���� % )I��� "�!���� "�
�!��O�� )��&���!�@�!�
3������'
���! ���&��8�! )�!#
����W�&$ )�)E

4.1 Algorithms�h�����!�)0 ,  U/���3� 7��#$ U��&$������( ����<��&������/����!����#$���)0h���('9��#$ "� ,  '
 )�!�"�!��?6 ���#$ T'
 )�!������T���O )���G#9�� ���#(�A'6E

4.1.1 Sketch of Our Algorithms��&
�@���/����!����#$���%���(�D����� , ��#$ �/� "�$ "����1��&$������$ 7/���3� "�����*�h��/�+&
�� ��B��ESF%/������10
��#( <#
���!�!��/��������@�)���
�!������%�?
���(�;���$'5���� @���1��#( 
�D�����CB!K�D *)´_O *�R"´)K�D$\�´�O$\�R"´)®�®�®�´"K�D E ´�O E R	G"E �<#$ % �6'
���! �iCIA���� )�.���&
?�����&(�����$ ��� )W�&����� ��7 )I��
����$���������hE % �����-y 5��#$ T����$'������!- , ���
+'
� , �)���! �0 , #$ "�� T&���'��������(/9���4 )IA���� )���>3����&$ ����T���!��3�����D0O#( "�� ��#$ T )IA���� )����3����&( )�T���� %�(����+Z�����(���!���
���7?6 )����&$�! 7�!#(���(/� )�%�����
�A�)�"&
�T'A&$ 7�!��?6����#*���(�)���7���$/*���$'*��&$�!/������$/2��&
�
� )�)E%�<#A&$�)0 ,  �T&(�!�<-A � "�9�������!->���S�!���. T��&$I����������	*�����D���������������J�!�./���3� U/��A�A'
 )�!���������! )�%�D���T��#$ 7 )IA���� �����ETj9 T�������6���! ���#$ T�D����� , ���(/*�!��������+ )/�	%�D���S�������
�!�����
���(/. )IA���� )���83����&( ��)ECj9 C�$���������������2��#$ <�����'A���(/
, ���('
� , ���
�!��·(IA �'X+D� "�$/���#9���
�! "��3�����T���('2-y ) "�9�������!->���S��#$ B���+

19



0

200

400

600

800

1000

1200

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

se
le

ct
 c

nt
 w

he
re

 m
in

timestep

Tracking the query result

"exact" every 100
"lbound" every 100
"ubound" every 100
"ewidth" every 100
"edepth" every 100
"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-quantile" every 100

0

1

2

3

4

5

6

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-quantile" every 100

0

20

40

60

80

100

120

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-quantile" every 100
"edepth" every 100

KD�AR<�������G-A���$/�3����&( T�D��� % �XF8x%i K�?6R!'!� �$2!.��D��� % �AF%x%i KD��R '!� �$2!.C�D��� 0��D�C�
$%��������~ � �JR4�(�)��~,}�y���~b��¦
§�¨
NA©J������� ����H~,{�~����H~����7L(M�NJ���V~���} y����:zvy���� ����������c��Viy�X ����y�`b������
���Q~�� �Q~�� 9�y���T2��~���� ���
�	����
�w]������� ��
^���`b�M~b��T1y���� 
 < �B��� V,^�X-'1�T�$2!.��%V `�X$'!� �$2!.�� �����/� �E$ � �_�;� ���"^���`b�M~b��T	y���� 
 < �)������c

0

100

200

300

400

500

600

700

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

se
le

ct
 s

um
 w

he
re

 m
in

timestep

Tracking the query result

"exact" every 100
"edepth" every 100
"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-quantile" every 100

0

1

2

3

4

5

6

7

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-quantile" every 100

0

2e+06

4e+06

6e+06

8e+06

1e+07

1.2e+07

1.4e+07

1.6e+07

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-quantile" every 100
"edepth" every 100

KD�AR<�������G-A���$/�3����&( T�D��� % �XF8x%i K�?6R!'!� �$2!.��D��� % �AF%x%i KD��R '!� �$2!.C�D��� 0��D�C�
$%��������~�� �>R&�����?~,}�y���~b� @�¨
L
������� ����H~,{�~����H~�����L(M�N
���V~��v}�y����:zvy���� ��������6�&�>Viy�X ����y�`b������ ���Q~�� �Q~���9 y���T2��~���� ���
�	����
�w]������� ��
^���`b�M~b��T1y���� 
 < �B��� V,^�X-'1�T�$2 . �%V `�X$'!� �$2 . � �����/� �E$ � �_�;� ���"^���`b�M~b��T	y���� 
 < �)������c

����$ )IA���� )��� , ����#
���� )���G#U���
�! "��3���DESjg#( "�����.��&$�!/������$/�KD/����?(��qR �IA���� )���23����&( �'
 "�$�����!�%����������#$ U�����'X���$/ , ���('
� , 0 ,  B&
�6'
���! ��#$ T )IA���� )�.��&$�����$/5��#$ %�� )�����������$/2��A�)��O )IA���� )�.��E
�H}�_�S����J	�����������&}������������Hz�¬
�2�H{�����¬O'
���!�.�!���� )�������('*��/�/��� �/����! UW�&$ "��	
�����${�����¬h�� )��&
��%�!���� ����
� � �=�
������������) )V@���!�!��/������2K�%2R"o
, #���� U�!���� )�����(���� ��7�(�Z	2'
�
�� )��'>��&��
� 	� .���¢ �q¥Zo
% �6'
���! )iSIA���� )���
K�� .C� ¢ �q¥=R"o���@K=2�3 36�,� i��3 36RC��#$ "�Z�� ������A�)���! )V����!�!��/������2K#�*R"o
��'
'5���$�)���7���$/*��&
��� U�!�����
�
�����
�!�����! 7?
&(�!-A ��)o
'� "� ��! 7��&(�!/������$/2��&
��� T�������������
�����
�!�����! U?�&$�G-y )�)o

$ ��������~��6�M���H}�_�S� ���U	 �!���������&}������������Hz

4.1.2 Extrema as the Independent AggregateV8 "�� ,  >�B&$�!��-A ) ��k�������!-:���U���H���
�! "��3��� , ��'� "�n��#(���k��#$ ���
�! ���3���S¢ *(´,+!¥ < ¢ �U���h´�K"� Y 
)R � �7����¥$�D���@��#$ <����$'��.���!- , ���('
� ,���/����!����#(�206�����$�) T��#$ % )IA���� ����73����&( )�@���� ��$���
+��.���$���!���
���U��3� "�
�8�����'X���$/ , ���$'
� , EOj9 C�
�����6���! <�!���
����� C?����$�S���CKD�U���O´)®)®�®6´)K"�BY
�R � %�*A«A%c� 3h´!����I
R"0 , #$ "�� �%�*A«A%c� 3����8��#( U����I����T&$�����S��#$ 
��A����1�7���
���B&$���)E@�<#( <�� )�.�����
���(/�?
&(�!-A )�S��A�)���������(�8���� ��
����� )'
���)�)����'X���$/2�!����#$ T/���3� "�*�$���������������
���6/2�6������)	�E

0A� ��b���a�`�� [�_21 ��f�be] dX^ZaAt43U�<#�������&
?�����&(�����$ �����?$�������)����	k��#( >�!���� 
���@��#$ T���$ B�=���<����('
�����!- , ���$'�� , �)E
5;aA^"b���b���]��61���f�be] dX^ZaAt43
�<#����1��&�?
����&$�����( <�$���������������(�S��#( O#
���!�!��/������
&
�����D�����7�	7���>��#$ C���
�! "��3���O¢ �7���O´�K"�,Y(
)R � %�*A«A%c� 3�¥�0�� )��3����(/����(  )IA�����7?
&$�G-y )������������#( T ��('>���S��#
�������
�! "��3���S�!�.LAPAQ�KD«6R"E
:;_"a�`�`�]�[�aAbD_;1�� f�bD]�d�^�aAt&3��<#
���<��&
?�����&(�����$ B���;�����7��������!�T��#( @����$'X+
�����!- , ���$'�� , 3� "���������10
 )IA�) "�$�S��#(���C���(?�&$�S��#( <����!�O?
&(�!-A )�S���� �� )'A���!���!��?�&$�! )'6E8�=����#$ %�����! %���1��#( <�
�� )�) )�� ���1���
���������!#h0 ,  @���
+�
����I����.���! "�	*�������
�!�����g�U&��
���D�������$���������������
���$/*���S��#$ %?�&$�G-y )�!�
���g¢ �7���O´)K"�:Y 
)R � %�*A«A%c� 3�¥ZE
< 

a��(b���`�_)f�3C�<#����T��&
?
����&$�����( ����%3� "��	*�����7��������!����#$ B����('
�����!-
, ���('
� , 3� "���������h0S )IA�) ��(�T��#$���T���C?
&(�T��#$ 7����!�%?�&$�G-y )�U���� T�� "+W�&$���
����� )'6E

4.1.3 Average as the Independent Aggregate�<#$ *���/����!����#(�.�2���� �?(�������)����	}��#$ 2�!���. *������#$ 5����('
�����!-
, ���('
� , 3� "���������$�)08 )IA�) "�$����#(���5��#$ 2�����
·('
 "�$�) ����
�! ���3���T'
�A )�
�$���S��#��!���
-6E@���(�!�! )��'�0����C�!�!��	A�S�)���$�!�!���
�<���<¢ �� � X������ W ´ �� � Y������ W ¥Z0
, #( ��� �U\���8��#( T�����) U���S��#$ T�����'A���(/ , ���$'�� , E

4.2 Experiments�<#$ * )I��6 "�!���� ��
�!��U�! )��&
�H����3� ���	������U������*�!�4��#( *���( �&(�! )'
���4��#( T����$'��.���!- , ���$'
� , �)���! �E�jm T&(�! �'*��#( U�!���� .'����!�5�! ��!����$'�W�&$ "�!�� )�)ES�<#( ;�)���7�� )�����(/U�� )��#$�A'
�O���� <��#$ @�����'X���$/ , ���$'�� ,3� ����������$�5���@��#$ �����('
�����!-H�. )��#(�A'
�)E9jm �&$�! )'g��#( ��D����� , ���$/

20



0

500

1000

1500

2000

2500

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

se
le

ct
 c

nt
 w

he
re

 m
in

timestep

Tracking the query result

"exact" every 100
"edepth" every 100
"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-quantile" every 100

0

20

40

60

80

100

120

140

160

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"edepth" every 100
"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-quantile" every 100

KD�yR<W�&( "��	��� )��&
��!� K�?�R!'1�T�$2 .
$%��������~ � � R4������~,} y���~b�:¦
§�¨
NA© �������
����H~,{H~����H~�� �@L(M�N � �6~��	}�y����:z�y����[��������6�W�������a�Hy���y"��|{Qy��2����yV}=} 9��@T2�(�;�
~b�H��~��6~��2T�~
�(�;�H~��<�JViy�X4����y�`b������a���Q~ � �Q~���9�y���T2��~�� ��� � ����
�w]����������� ^���`b�M~b�2T�y���� 
 < �<� �%V,^�X$'!� �$2 . c

0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

se
le

ct
 c

nt
 w

he
re

 m
in

timestep

Tracking the query result

"naive/min/vals/exact.wnet.cnt" every 100
"naive/min/vals/edepth.wnet.cnt.5" every 100
"wholesale/min/vals/minws.wnet.cnt.5" every 100
"wholesale/min/vals/minwsq.wnet.cnt.5" every 100
"piecemeal/min/vals/minpm.wnet.cnt.5" every 100
"piecemeal/min/vals/minpmq.wnet.cnt.5" every 100

0

2

4

6

8

10

12

14

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"wholesale/min/rmse/minws.wnet.cnt.5" every 100
"wholesale/min/rmse/minwsq.wnet.cnt.5" every 100
"piecemeal/min/rmse/minpm.wnet.cnt.5" every 100
"piecemeal/min/rmse/minpmq.wnet.cnt.5" every 100

KD�yRC�������!-A���$/23����&$ , ����#4�B?
���$� K�?�R!'1�T�$2 . , ����#��B?
���(�
$%��������~�� � ��T����� �@~b�1~�� ^���` �M~b�2T<� Viy�X � �Q~���9|y���T��1~��	y����]V,^�X-'1�T�$2 . � �����	����
�w]�Hy6��y[� �_�;� � ^���`b�M~b�2T)y����?
 < �<�6c

W�&$������Z	*�� )����&��� T�D���8�����'A���(/ , ���('
� , ��/�/��� )/����! )�)¬

'!� �$2�� < <==
> �
U

��
. �A� 8 W K�� �"!$#"¢ ��¥6XN� ),+&-/. #G¢ ��¥DR \

, #$ "�� �U ���@��#$ T�����) 7���S��#( , ���$'�� , E

4.2.1 Accuracy for Independent Extremaj9 @�)���7�
&$�! )'2�)���!�� "����! �'5��/�/��� )/����! )�@���1��#( <�D������¦
§�¨
NA©
ª�°B¬
«*±kK"�VY 
�R � L(M�NAKD«6R!¯@��3� "�S�� )��$���$'��!	��
��#$ )�����%'
���!�U�! )�!�)0���3� "�;������'A���$/ , ���$'�� , ���
�����) p�����
EO�h��/�&
�� ��?+;�
����!�O��#$ < )IA���)�h�������G-A���$/3����&( ����8'X��Y� "�� "�
�������� .�!�! "�(�T���<�>�"&$�B&
�������3� , ���('
� , ������$/
, ����#n��#( 8�!���� )���7���$/������
����I��������������(�T'
 )�! "���7���$ )'2?
	���#$ %�����7+�� )�����(/:�� )��#$�A'��)0@�D���2� , �*�� "���� ��! "�
�!������3� J'����!�g�! )�!� % �AF%x%i���('9z % �
�8�e�H�@F8{%E��<#$ B�
����!�%���9�h��/�&��� &�$+XKD�yR����('gKD��R<��#(� ,��#$ 2W�&$ "��	m�� ���&����3����&$ )�7�D�������p��#( >�)���7�� )�����(/4�� )��#$�A'��)E:�D�
���@�!���� , #(���@�"� )������#(���<��#$ %?6 )�!�@�� )��#$�A'��@���� T )W�&���'
 "�$��#J���('E m$lIMSl�3Vl�4Sj � sSq m��21$o"36E(�<#( S������!�C���>�h��/�&
�� 1�$+AK�?6RS���$'2KD'(RO�)����+·
������#
���)0(��#$� , ���(/���#$ % ��!�����<�D���@��#$ ��
�����6���! )'2�� ���#(�A'
�@������$/
, ����#:��#$ 5 �W�&���'
 "�$��#}�)���7�� )�����!����E �=�J?6����#g������!�)0<��#$ c�@z9�Xi���)�"&
�����)	k��� E m$lIMSl�3Vl�4Sj � sSqAm �21$o"3*���*�)���7�$������?�� g�!�g��#$���2���

 )W�&
��'� ��(��#g#
���!�!��/��������)E��%���! ���#$���)01��� ,  U�� "�
�������( )'9���:�X ��"+������� �
0 ,  2#$��3� ����U��� )�. "�
�! )'}��u����!&$ )vkKD�������$ �R� )W�&���'
 "�$��##
���!�!��/������20O�� )W�&
���!���(/J�T&
�������� 2�$���!�! )�U��3� "�.��#$ �'����!�*���U )���!#
�!�! "�1o , #����!#*���%�) ����!�����
�	2�(�������� B�D �������?
� 7�D���8�����'A���(/ , ���$'�� ,�!���� )�����@��#(���*���p���@�D���@����('
�����!- , ���$'�� , �!���� )���.�)E�<#$ � )I��6 "�!���. "�
�!� ,  %�����4�"� )���!�	9�! "�$�������! )'m��&(�T��&����� )��#
+�A'
�)E@�p#$ T3� ����������$�T���S��&
�T�. )��#(�A'
� , ����#9W�&$���
����� )'9�(���������������
+���$/��*�6 "�!�D������ )'}��#( , �����! �Eµ�y���$�) g )IA���� )�.�H3����&$ )�*���� 9�(���
�����(���!���
���J��3� "�>�����'A���(/ , ���$'
� , �)08��#( ����� )W�&$ "�
�2���(':��?
�!&��$��!#(���(/� )�2���k?�&$�!-A )������ )W�&$ "�(���� )�m����&$�! )�2��#$ mW�&$���
����� ��m�!�m?� "+
�)���� 2�!�!��� mW�&
���G-A�	�0%��#A&$�7�� "�$'� ��!���(/g��#$ 2�6������)	g&(�! �� )�!�)E}���
��#$ C����#( "�1#(���('60A��#$ C�. )��#(�A'
� , #����!#T&$�! C&��
���D�������(���������������
���(/���6 "�!�=������ )'*�T&$�G#>?6 )�!�! "��0 , ����#9��#$ %�
�� )�) )�� ���S���
�
�������!#9?6 "���$/��&
�6 "�!�����U�!�.��#( , #$��� )�!��� ����
���������!#*���9��&
�8 )I��6 "�!���� ��
�!�)E
4.2.2 Accuracy for Independent Averagej9 %�)���7�
&(�! )'��)���!�� "����! �'2��/�/��� )/����! )�@���h��#$ <�D�����|¦
§�¨
NA©yª�°�¬
«g�PA²A³�KD«�R!¯5��3� "�T�� ���;���$'J�!	��
��#( ������5'
���!�*�! ��!�)0h��3� ����>�����'X+
���$/ , ���$'
� , ���@�����) �������EU�h��/�&��� ��0��������!�7��#$ � )IA���)�T�������!-A���$/3����&$ ����%'A��Y6 "�� ��
�������� ��!�! "�$�T���;�2��&(�T&��������3� , ���('
� , ������$/
, ����#>��#( T�!���� )���7���$/����
������I��������������$�T'� ��! "���7���$ )'2?
	���#$ %�)���7+�6 )�����$/2�. )��#(�A'
�)06�D����� , ���� "�
�� )�! "�
�!������3� �'
���!�>�! )�!� 06�e�S�H���('

21



0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

14000

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

se
le

ct
 c

nt
 w

he
re

 a
vg

timestep

Tracking the query result

"exact" every 100
"naive/avg/vals/ewidth.wnet.cnt.10" every 100
"edepth" every 100
"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-normal" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-normal" every 100

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"edepth" every 100
"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-normal" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-quantile" every 100

0

20

40

60

80

100

120

140

160

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"edepth" every 100
"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-normal" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-quantile" every 100

KD�AR<�������G-A���$/�3����&( T�D��� % �XF8x%i K�?6R!'!� �$2!.��D��� % �AF%x%i KD�¡R0'!� �$2!.��=���8z % �
�8�e�H�@F8{
$%��������~ � �JR4�(�)��~,}�y���~b��¦
§�¨
NA©J������� ����H~,{�~����H~����7PA²A³J���V~���} y����:zvy���� ����������c��Viy�X ����y�`b������
���Q~�� �Q~�� 9�y���T2��~���� ���
�;�Q~�� ����
�w]�Hy���y
�����������
^���` �M~b�2T � V,^�X '!� �$2!.��%V#`�X$'1�T�$2!.��,�(��: �U���&�2$�. ��R � �_�;� ���
^���` �M~b�2T c

0

100000

200000

300000

400000

500000

600000

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

se
le

ct
 s

um
 w

he
re

 a
vg

timestep

Tracking the query result

"exact" every 100
"naive/avg/vals/ewidth.wnet.sum.10" every 100
"edepth" every 100
"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-normal" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-normal" every 100

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"edepth" every 100
"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-normal" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-quantile" every 100

0

200000

400000

600000

800000

1e+06

1.2e+06

1.4e+06

1.6e+06

1.8e+06

2e+06

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"edepth" every 100
"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-normal" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-quantile" every 100

KD�AR<�������G-A���$/�3����&( T�D��� % �XF8x%i K�?6R!'!� �$2!.��D��� % �AF%x%i KD�¡R0'!� �$2!.��=���8z % �
�8�e�H�@F8{
$%��������~�� � R4������~,} y���~b� @�¨
L � �_�;� ����H~,{H~����H~�� �@PA²A³ � �6~��	}�y����:zvy����a� �!�������c� Viy�X&����y6` � ����[���Q~�� �Q~���9Ny���T2��~�� � ��� �;�Q~
�	����
�w]�Hy6�
y
�����������
^���` �M~b�2T �%V ^�X$'1�T�$2 . �%V `�X '1�T�$2 . �,��� : �J���4�2$�. ��R'�����������
^���` �M~b�2T c

z9xT{<�,+7E
�<#$ ��
����!�����n�h��/�&
�� 	�0�
KD�AR<���$'mKD��RS��#(� , ��#( 8W�&( "��	�� ���&���83����&( ��p�=���8���1��#$ T�)���7�� )�����(/��� ���#(�A'
�)E<�<#$ % )W�&
��'� ��(��#
, ���������/�#
���	H?6 )�!�! "�����:?6����#\ )I��6 "�!���. "�
�!�)oT��#$ 5�
����!�5���\�h��/�+&
�� F�0��K�?�R%���$'JKD'$R���#$� , ��#����)ETV8� ,  )3� ���06��#( T�������6���! �'m�� ���#�+�A'
� ,  "�� S�)���7�� )��������3� @���7?6����#��)���! )�)EO�(���S��#( ,06�D�C�*'
���!�
0�?6����#
, #$��� )�!��� T�� )��#$�A'�� ,  ��� ���?�� 8�!�T�)���!�� ��)�<��#$ )���! "�3� )�@���D�! "�S���
��+��������	*�!�!���������$/2��Y , ����#>#���/�# '!� �$2 . E�<#$ � �I��6 "�!���� "�
�;���>��#( <�� )��6'
���!�T�! )�S��#(� , �<��#$���S��#( @�� ���#�+�A'
� , #����!#� )�U�����	%&
�����D������?�&$�G-y )�h�$���������������
���6/U���� <�!���� , #$�����&
�6 "�!�������!����#( .W�&(���
����� )'g�)���! �01��� ,  7��?(�! "��3� )' , ����#4�����'X���$/
, ���$'�� , W�&$ "�!�� )� , ����#�L(M�N@���h��#$ ����$'� ��6 "�$'� "�
�;��/�/��� )/����! �EOV8 "�� ��#$ T�� )���*�����$���
+Z�����$���!�������7?
&$�)0�&
�����-y , ����#*����$'������!- , ����+'
� , �)0O'��A ��7�(���7�����
3� ���/� 2��3� "�������. �?� )�)��&$�! 5���T���U�)���7�
&$�! )'��3� "�@�T·(IA )'A+D� "�$/���#*���
�! "��3���DEp���(�� %��/������106��#( 8�� )��#$�A'��S?(���! )'
���m&
�
���D�������$���������������
���$/m�����6 ����.�!��?� ������� T����?
&$�!�)0O����-A���$/
��#$ )�������� T��&����!��?�� ��!�T#(���('A� 7�$���
+Z�����$���!�������"���Z	AE

5. RELATED WORK�8���!�2�!���� ������%#$��3� �?6 ) "� ���;�B&$�G#4�� )�) "�
�%���
�! "�� ��!�5¢�����¥�E.�=�
�$����������&������0C���/����!����#(���.���$'m�!	A�!�! )�.�B#$��3� 7?6 � "�m�
���������! )'m�=���
��#$ T�)���7��&$�!���������9���s���
������I��������! B���� �W�&( "�$�)	>������ ��
�!�B¢��"¥Z0�� *
���('�� : 'A���!�!���$�) B�q&��$�)�������$�7¢ ��0A�?+¡¥Z0����('��������6 "���Z	5�! ��!�����(/*¢��)��¥ZE
�<#$ T�������
�! "�$���$�) ����S��/�/��� )/����! UW�&( "�!�� ��%���%�����6 ��"����;�)���! T���

��#$ <������?�� ������6���(���� )�� "�
�!��h3��� , �������
�! "�(���(�� �o(�����$���������"&
�����0��#$ ��������
�! "�$���$�) ����S?(�������5�!�!�������!�����)��p��/�/��� )/����! )�%���4��#( 7�
�� )��+
 ��(�) @���6'����!��?$���! @&��6'
���! �� , ���O�����$����'� "�� �'5���*¢ +<+)¥�EO�<#$ <�!	��$���
+�����@'
���!�U�!���!&(����&��� )�@���Oz*���������@ )�<��DE6¢����)¥h�����$����'� "�8��#$ %�����
����I�+
���.���! %�.�����
�! "�$���$�) T���1������ <�D���$�)	U��/�/��� )/����! )�C���>��#$ p�
�� )�! "�$�) 

���@&
�6'
���! )�)E �=�g��������$ *��/�/��� )/����������10<V8 "�� "���!�! "���} ��7��DEO�!��&('
	
��#$ %�)���
3� "��/� "�(�� T���6?(�������T��/�/��� )/����! )�<��3� "�<·
�����! T'
���!�U�! )�!�%¢���!�¥
���$'H��#$ )	J'
 )�!�"�!��?� m���)�) )�!���. )��#(�A'
����#(���7�� )���!�� )3� 2�� )�)����'��7���
�����$'
��������'
 "�<���>����'� "�p�!�B&$�! %�!�!�������!�����)��s )�!���������!�����C?$���! )'>���
���$'� "�� "�('
 "�$�) U���!��&$�7�(�������(�)E;�<#���� , ���!-U#(����?6 � "�> )IA�! "�$'� )'��!����
����$ 5�����7�
&(�!���������:��� �!�����(��¢�� 5 ¥�0$���
����( ��� )����'
 "�!���$/J¢�+&��¥O���('�!����'����(����3� �W�&( ���	��
���A�) )�!�����$/J¢ ��¥ZE
�<#$ "�� %#(���@����!�7?6 � "�*�� )�) "�
� , ���!->���n�7���
���(/�'
���!���!���� )�����)0��&$�G#n���@��#( T�����$�!���!&(�)�������J���O'
 )�"���������J���� ) �����3� "�8'����!���!���� )���.�

¢��0��0G!�¥����$'H�"�&$�!�! "�!���$/H'
���!�J�!���� )�����*¢C��£�¥ZE��@ )�) "�
� , ���!-g?
	F���!��?(���s )�@��DE6¢ +¡¥1���$'*z*���
-A&* )�@��DEh¢ +���0V+S�"¥1�)���$����'
 "���%#(� , �!��)���7��&$�! ���#( .���
������I��������! 2�� )'A�����:���('9����#$ "�.W�&(���
����� )�7���g�
�����$/�� 7�$���!�8��3� "�8��'
���!���! )�)E
{<���!�� �����! )'9��/�/��� )/����! )� ,  ��� 7���!��/����$����	J�)���(����'
 "�� )'9���H¢ £�0��X0¤�¥Zo6��#$ "�� 7��#$ %�D�A�"&$�����T���9 )IA�����%�)���7��&$�!���������g��3� "�8·��
���! �'
���!�

�! )�!�<���*�T&
�������� 7�$���!�! ��)E<�O�U��#( %?6 ��!�����O��&��@-A�$� , � )'
/� �06��#( "�� #$���%�$����?� ) "�9���
	2�
�!����� , ���!-*���9��#( .���
������I��������! ��)���U��&$�!��+�������9���S��#����@���7�6�����!���
�%������!�%���S��/�/��� )/����! )�)E

6. CONCLUSIONS AND FUTURE WORKiOY6 )�)����3� "�	9'� )������(/ , ����#*�����/� U3����&$�� )�T���S�!���� )���U���(/>'����!��0/� ��( "�����! )'T?
	T���
������)���������$�<���O'A��3� ����! <���h�$ )� , ���!-T�.���$��/� ��� "�
����$'9�! "� "�
#(���( �������&('*'
 )�! )�)�������h01���%�2�.���!���T�!#(���� "�$/� ��D������#( 
'
���!��?$���! 8�)���.�B&
�����Z	�ESFH��&
�('
���� ��
�!��(�
����?
� )�����>��#
���C���� )�T���
�!�%�����7�
&(�! @���('��.�����
�!�����>�83����!�� )��	U�����)���7�
� )IU��/�/��� )/����! )�)0����
���n���
����( ��D����#������hE;jm T��#$� , ��#$���)0 , #���� ������7�
&(�����$/2�����7�
� )I�)���!�� "����! )':��/�/��� )/����! )�� )IA���)���	J�����$���U�6���!����?
� J���:�!���� )���7���$/
'
���!��0
�������@�) "���!�������	2�= )������?
� ��!��'
���!�*a����1^Z]�� �qt7aAbD_)`	��E

22



0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

14000

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

se
le

ct
 c

nt
 w

he
re

 a
vg

timestep

Tracking the query result

"exact" every 100
"ewidth" every 100
"edepth" every 100
"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-normal" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-normal" every 100

0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"edepth" every 100
"wholesale-uniform" every 100
"wholesale-normal" every 100
"wholesale-quantile" every 100
"piecemeal-uniform" every 100
"piecemeal-quantile" every 100

KD�yR<W�&( "��	��� )��&
��!� K�?�R!'1�T�$2 .
$%��������~&��� � R4������~,} y���~b�J¦
§�¨
NA©E� �_�;�a����H~,{H~����H~�� �SPA²A³4� �6~��)}�y����:z�y���� � �!�������]�������[�Hy���yJ�!��{Qy��;�;� yV}=} 9 �@T����2��~b�
��~��6~��2T�~
�(�;�H~��<�JViy�X4����y�`b������a���Q~ � �Q~���9�y���T2��~�� ��� � ����
�w]����������� ^���`b�M~b�2T �%V,^�X$'!� �$2 . c

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"wholesale-uniform"
"wholesale-quantile"
"piecemeal-uniform"
"piecemeal-quantile"

"edepth"

0

50

100

150

200

250

300

350

400

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"wholesale-uniform"
"wholesale-quantile"
"piecemeal-uniform"
"piecemeal-quantile"

"edepth"

KD�AR!'!� �$2 . �D��� % �AF%x%i K�?�R!'1�T�$2 . �D���8z % ���8�e�H�@F8{
$%��������~&�S� � R4������~,}�y6�
~b��¦
§�¨
NA© �������*L(M�N)y6T&����H~,{H~����H~�� �:y6���(�?~b�Vy6��~J���V~�� T$}�_�S����&��������6�D���.T���YS~	U < �����,�&Viy�X '!� �$2 .
� ����� ����
�w]�������T���
^���` �M~b�2T�y���� 
 < �<� �%V,^�X$'!� �$2 . � ��� : �U���&�2$�. ��R � �_�;� ��
^���`b�M~b��T	y���� 
 < �<��c

��&
�O�!���&(�������2�!�8��#����O�
����?
� )�����h?(���! )'����.��#$ C&(�! ;���
�D�A�"&$�! )'
#
���!�!��/��������)0 , #
���!#7�� )W�&
���� <���)�"&
�����! <�������
�! "�$���$�) @���
��&$��������	���
�D���������������������	g���}�!������'����!� ���
�! ���3�����)o , #$��������-A )����#$ �
����?
� )���!#$���� "�$/����$/2���%��#$���@��#$ )�! %���
�! "��3�����T���� %�(���p-A�$� , �:a
�1^A��]A^A��¬S��#( �	5�����}u��.��3� 7������&
�('
v�0@uZ )I��$���$'�v>���>u���#
�!����-
v
0h'
 "+
�� "�('A���$/����.��#( @'
���!�%������#$ <�!���� )���2EO�<#
������ "�$'
 "���<�"&
�!�� "�
�h#
����+
�!��/��������7���$/*�! )�G#
�
��W�&( )�T���$ "Y6 )�)����3� �E�j9 B�
�� )�! "�
�! )'4� , ���D���7+����� ������;��'
���$����3� ��! )�!#��
��W�&$ )�)0 , #
���!# ,  U�)���� )' , #$��� ��!��� 2���('�
�� )�) ��� )��D0@�D���� "���"�� "�
���	�uZ�������!-A���(/�vg��#( >���!&( >3����&( ��5���T��#$ 
'
 )������ )'>�)���!�� �����! )'���/�/��� )/����! )�)ESiSI��6 "�!���� ��
�!��h�� ���&���!�<�����T3���+
�!�� ���	*���;�� )��S���('J�!	��
��#$ )������'
���!�2�! ��!�T�)���
·���� ��#( �3� "���!����������Z	
���T��#$ )�! 2�! ��G#
����W�&$ )�)E:���� ��) )�� )��D0<���H�$���������"&
�����0@�����9�����7�
� �0
 �� )/����
�%�!�������! �/�	���#(���<���� �IA���� )�� "�	> "Y6 )�)����3� B�=���8� , ��'
 B�����(/� ��� , ���$'�� , �!�)���6 )�)0(���('�'A��Y6 "�� "�
�@�Z	��6 )�@���1��/�/��� )/����! )�)0$����-A���$/���8��#( T�!�������! )/�	����S�G#$�����) �E

7. REFERENCES¢C��¥U�7E
F�����h0 +7E$z*���������)0$���$'*zJE6���) )/� )'�	�E(�<#( T���$���� 
�)���U��� )I����Z	*���S�����
����I������������$/*��#( %�q�� )W�&( ��(�)	>�����. "�
�!�)E
�( �����3��A]�

^A�(a�`6]�� O]At ��
�bD_�^%a��$c�����f�bD_�t��6[���_��([�_)f"0��.!�0
���B�<��E

¢ +¡¥ (�E(F@��!��?$���D01��EV������-��
0(���$'��7E$�����(/�#hE1F}���$ "+D�(���!�
���/����!����#$���D���8���)�"&
�����! "�	* )�!�����.�������$/2W�&$���
����� )�%�D���
'X����-A+D�� )����'
 "�
�U'����!��E��=�
	������� ������5;^�]�[�_"_�c����Ad�f@]�����
^Zc
0A�(bD_�^��(aAb���]��$a�`6 O]��9)_�^�_��([�_T]���	$_�^ ���6aA^�dA_�TaAbDa��@a�f)_)f��
� 
�d�
Af)b����"� ���!��"��������#�Tb��(_���f��%$@^Z_"_�[�_¡0��(��/� )�'��¤�£ @ �A���A0
���B� 5 E¢ ��¥>�TE(F%3��A&
�T���('nw�E(zJE
V% ��� "���!�! "���1EhiS'�'A�� )�)¬8{<���
�����A&$��&$���	
��'
���$����3� �W�&$ "��	������A�) ��!�����(/
EO���
5;^�]�["_�_�c����Ad�f@]�Tb��(_���&�&�&
�� �'(��0)$%'+*,]0A�$be_�^A�(aAb���]��(a�`h O]�� )_�^�_��([�_%]��
'*a��(a�dA_�tU_��$bO]��TaAbDa!��'na �-"�."�/"!0��1��&�&�&!��Ta�`q`�a�f2�
3�_A�Aa�f2��4����B0��(��/� )�>+�£M��@,+ 5 +X0 +�������E¢ ¤�¥��7E�{;#$�����������
�!���
����&1EOF8'5#$�A�U� �hF%�@¬
iCI��
�� )�!�������g���$'
 )3����&$���������hES���
5;^�]�[�_"_�c����Ad�f@]�Tb��(_ 06575,5 0A�(bD_�^A�(aAb���]��(a�`
 O]��9)_�^Z_��$["_T]��8�aAbea95 �Ad����$_"_�^A���Ad�0M�
�<�B��E

¢ �¡¥��7E�{;#$�����������
�!���
����&10OzJE
F�-A���$'
 �06�TE6w���#
�$�!���10(���$'
��E (%���2E(�<#$ Tz*��+��!�����h¬;F��*���6 "�����!���%�=���8�)���U��� )I
� �hF8��E��=�
5;^�]�[�_"_�c����Ad�f@]�Tb��(_ 06575,5 0A�$be_�^A�(aAb���]��(a�`
 O]��9)_�^Z_��$["_T]��8�aAbea95 �Ad����$_"_�^A���Ad�0S+����,��E

¢ £�¥��7E�{;#$�����������
�!���
����& ���$' (�E�FUE,�����!�)E�:�&( ���	����(/��T&�������
� 
�D )����&��� )�8���S/�����&
�(�@���2�� "����������$��;'����!��?$���! )�)E1���
5<^Z]�["_�_"c����Ad�f@]�Tb��(_ 0A�(bD_�^A�(aAb���]��(a�`1 O]��9�_�^Z_��(["_8]���	(_�^ �

23



0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"wholesale-uniform"
"wholesale-quantile"
"piecemeal-uniform"
"piecemeal-quantile"

"edepth"

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000

R
M

S
E

timestep

Query Error

"wholesale-uniform"
"wholesale-quantile"
"piecemeal-uniform"
"piecemeal-quantile"

"edepth"

KD�AR!'1�T�$2 . �D��� 06�D�C� K�?6R!'1�T�$2 . �D���@z9xT{<�,+
$%��������~&�S� � R4������~,}�y6�
~b��¦
§�¨
NA© �������*PA²A³)y6T&����H~,{H~����H~�� �:y6���(�?~b�Vy6��~J���V~�� T$}�_�S����&��������6�D���.T���YS~	U < �����,�&Viy�X '!� �$2 .
� �����/���E$ � �_�;� ���
^���` �M~b�2T �.V,^�X$'!� �$2 . �,��� : 
[R �����������T���
^���` �M~b�2T c

�6aA^�dA_��aAbea�B�a�f�_¡f�0��(��/� )�>+��A��@ ����£�0H�
�<��£�E
¢ 5 ¥UF7E
�% �����)01{�E
�(�����&$�!�!���)01���$'*�(E6x�#$���$'� �#(���!���)��'
 "#O0 )'A���!�����)E���0)$%' *, "������!� 5<^Z]�[�_�_"c����ydyf �� �' ��0)$%' *,

0A�(bD_�^��(aAb���]��
a�`6 O]��9�_�^Z_��(["_T]��8'na��(a�dA_�t7_��(b1]��TaAbDa!�
��
 �$_�""� ���7"������!��5s� ��`�aAcA_��$� ��a)� 5;_�� ��f ��`���a��2��a!�%4�� �BE
F8{pz ���� )�!�)0 ���B�<��E

¢ !�¥U�OE��8���7���$/����T���$'*x7E$V�&
��! "�hE6z2���
���$/5#
��/�#
+����� ) )'9'����!�
�!���� )���.�)E6�=� 5<^Z]�["_�_"c����Ad�f<]�Ub��(_�� � �Ab�� 0A�(bD_�^��(aAb���]��$a�`
 O]��9)_�^Z_��$["_8]���� �$]��C`�_"c�dA_����f)[�]���_�^ �Ua��(c��aAbea9' ��� ���Ad�0
�(��/� )� 5 ��@I!���06�<���!�!���10(z*FU0(F�&$/�&$�!�L+�������E$F8{pzJE¢ ��¥.w�E
�( "��/� ��A?(��&(�20A�TE (T���
�(���h06zJE$�A������&$�!�)06���$'
zJE������ , ���(����#(���hE6F@�*���
�
����I����.���! $�:�"+Z'X��Y� "�� "�$�) ���/����!����#$���D���p�����!����3� �'����!���!���� )�����)E6���
06575,5
����t �$]�f9��
�t�]�����]�
 �(cAaAb���]��
f<]�� O]At ��
�bD_�^%�6[���_��(["_
� � *% �����0A���B�<�
E

¢��)��¥.w�E
�( "��/� ��A?(��&(�201�(E�(T�����$���106zJE$�X������&(�!�)06���('
zJE������ , ���(����#(���hE6�O )�!�����$/����$'*���6����+Z�!#( ��G-A���$/2���S'����!��!���� )���.�)E6�=� 5<^Z]�["_�_"c����Ad�f<]�Ub��(_�"�"Ab�� �� �'#� ��0 � '
����t �$]�f9��
�t�]��8���f�[�^Z_�be_ �%` dA]A^A��b��(tBf�0,+������
E

¢��<��¥UF7E
�( "�'
�������106F7E$x����?6 "���)01���$'2j}E(jg�������6/� "��Es�%���!�
�( �� , ���!-
�����@�)���!�)��'� ��)¬@�=�
3� )�!����/��������(/*��#$ T�T&�������������)�!���(����&��� T���O���
�! "�!�$ )� , ���*����������E6��� �� �' ��0)$T %*7'8'>0
�(��/� )�@¤�+ @
���X0H�
�<��!
E

¢��$+)¥.w�E
�(���$/����$'*zJE$�X������&(�!�)E6F@�*�����
����I��������! � : +Z'X��Y6 ��� "�(�� 
���/����!����#$���D���p�����!����3� �'����!���!���� )�����)E6��� �73 �� ���3
� � � 

a�` ����t	�$]�f ��

t�]�� 3$�(_"]A^Z_�b���[�a�` �Bf��(_�[�b�f%]�
 O]At ��
�bD_�^%�6[���_��(["_)0�+�������E

¢��0��¥.w�E$x% "#��!-y �0��UE$x%���
���D0A�TE6�@���.��-A�!����#
�(���h01���$'*j�E +
+7E
�h��#hE$�<������+����(�����U���!������'� ��"���������g���� � %�)���(�!���!&$�)�������1Es�=�
�% "����8 )�@��DE1¢ 5 ¥�0A�$��/� ��1�)£B� @V��!��
E¢��)¤�¥U�OE(x���?
?6���(�)0 +7E
z*���!�������)06���$'8�UE(�O�A���!�����E6�(���!�
�=�$�"�� )�� ��
�!��Oz*�����
�! "�$���$�) ����SF@���
����I��������! UV����!�!��/��������)E
5<^Z]�["_�_"c����Ad�f<]��	�����%���Tb��(_���f�$@^�_�_�["_)0��$��/� )�%¤�£�£ @y¤ 5 �X0F�&$/�EA���B� 5 E¢����)¥U�OE��8E6x���?
?6���$�T���$' +UE(z*���������)E6�A	��(���(�����U'
���!�
�!���!&(����&��� )�<�D���8�����!����3� 7'
���!���! )�!�)E��=�
5;^�]�[�_"_�c����Ad�f;]�7b��(_
3�_��(b���� � � 

a�`��� �' � ��0 ��' ����t �$]�f9��
�t|]��8 ��f)[�^�_�bD_
�%` dX]A^A��b��(tTf"0��(��/� )�L���B� @S�,�)�
06�7E +7E�0
w����1Ev� 5 @V�������B�<��E
F8{pz2+ �
�eF8zJE

¢��)£�¥.��E$x�&
#(�
06�7E
z2����#
����0A�TE(z*��� , �����D0$���$' �CE6�
	 {<������/�#$���1E{C�&(�!�! "�!���$/�'����!���!���� )�����)E��=� 0A�U5<^Z]�[�_�_"c����ydyfp]�Tb��(_

� � � 

a�`�����t �$]�f9��
�t|]����6]�
2�(cAaAb���]��Af@]�� O]At ��
�bD_�^
�6[���_��([�_¡Ey�eiSiSi�0$�%��3� )�T?6 "��+�������E

¢�� 5 ¥��OE6w�E
V%�����@���$'9w�E
zJE(V% ��� "���!�! "���1EQ�<���
��� �� �����$���D������
����( ���/�/��� �/����������hE1��� ��0)$%'+*, "������!��5;^�]�[�_"_�c����Ad�f
�� �'(��0)$%'+*,]0A�$be_�^A�(aAb���]��(a�`h O]�� )_�^�_��([�_%]��
'*a��(a�dA_�tU_��$bO]��TaAbDa!����
2�(_9""� ����"������!� 5O� ��`�aAcA_ �$� �qa!�
5<_�� �
f ��`���a�� ��a!�%4�� �B0��$��/� )�)+.! 5 @I+��"!�0H���B�<�
E¢���!�¥Bw�E(zJE
V% ��� "���!�! "���10h�OE6w�E
V8�����)0$���$'2VUE(j9���$/�E6���
����$ 
��/�/��� )/����������1Es�=�9w�E
�O )�!-A#$���206 )'A���!����0���0)$%' *7 "��������
5<^Z]�["_�_"c����Ad�f7�� �' ��0)$%' *7 0A�$be_�^A�(aAb���]��(a�`h O]�� )_�^�_��([�_
]��8'*a��(a�dA_�tU_��$bO]��TaAbDa!��'na �-"!���/"��!��"�������� 3 

[)f)]����
�T^���[�]��(a!��4����T0��(��/� )��� 5 ��@6� !S+AE(F8{<z��O�� )�!�)0 ���<� 5 E¢�����¥�zJE6�TE(V8 "� �"���(/� "��06�OE,����/�#$��3����h01���$'*�(E6�@�$�!��/����$������hE
{<���7�
&(�����$/2���*'
���!���!���� )�����)E 3
_"[�� � ��[�a�`�:<_��$]A^"b
"����!0��6&�"�"!�1 � d �qbea�`#5f��� �1tU_��(b< O]A^��(]A^ZaAb���]�� �1����f�bD_�tBf
:<_)f�_"aA^Z[��m O_��(bD_�^G0
z*��	�0Q�
�<�"!�E

¢ +���¥Bx7E6�(E(z*����-A&101��E,�@�$�!��/����$������10O���('>�%E6x7E2�����$'
�!��	�E
F��
������I��������! ��� )'A�����$�T���$'2����#( ��TW�&$���
����� )�%���9���( %�$���!�
���$' , ����#*����7���! )'9�� )������	�E6��� �CE
zJE$V%�����@���$'F7E$�p� , ����	�0$ )'X���!�����)0���0)$%'+*, "����!0���5;^�]�[�_"_�c����Ad�f7�� �'
��0)$%' *7 0A�(bD_�^A�(aAb���]��(a�`h s]��9)_�^�_��([�_%]��8'na��(a�dA_�tU_��(bO]�
TaAbDa!�7��
2�(_��������7"����!0����6_"aAbDb�`�_ ��2a�f � ���AdAbD]�� � 4�� �B0
�(��/� )�8¤S+�£ @A¤F�A�AE6F%{<z �O�� )�!�)0Q�
�<��!
E

¢ +I�"¥Bx7E6�(E(z*����-A&101��E,�@�$�!��/����$������10O���('>�%E6x7E2�����$'
�!��	�E
�@���$'������!���7�
����$/2�! )�!#��
��W�&$ )�%�D���8���$���) T ����"�� "�
�8���
����( 
�)���U��&$�!���������J���S����'
 "�T�!�!�������!�����)�%���O�����/� U'
���!���! ��!�)E6�=�
�% "����T �����DEh¢ 5 ¥Z0A�(��/� )�>+��I��@,+�£S+XE¢ +<+¡¥B{%E6����!�!���9���('nw�E
j���'
���2Es��Y6 "�!���$/��
���� ��"���������
+D�6 "�!�D���������6�� 5������'� ���Y9�D���@��/�/��� )/����������4W�&( "�!�� ��
��3� "�8�� "����������! )'9'����!��E��=�*FUE
i�E$F�?
?(��'X�D06zJE �CE
�C���A'A�� �0
��E�{C#(��-A����3�������#
	�0 % E
�%��	���D06�7E (T���� �D06x7E$�X�!#
���/� ��! "��0���$' (�E +
+UE�jg#(���(/
06 )'A���!�����)0�	����� ��&�&�&!� 5<^Z]�[�_�_"c����ydyf
]� ��.Ab�� 0A�$be_�^A�(aAb���]��(a�`h O]�� )_�^�_��([�_%]���	$_�^ ���6aA^qdA_ �aAbea
�@a�f�_¡f����6_��1bD_�t B�_�^%"�&"�6"�������&�&�&!�< Oa���^Z]!��5Od ���1b=0��(��/� )�
�)¤�¤ @6�¡���AE6z*����/���� (T��&
�D�������10 +�������E

¢ + ��¥ �7EV���������10(�8E6�@�������h0$���$'9w�E
zJE(V% ��� "���!�! "���1EO���
����( 
'�	��$���U���7�� )����'
 "�!���$/5�D���@���
�! "�����)����3� �'
���!�7�
���A�) )�!�����$/�Es�=�
	������� ���!� 5<^Z]�["_�_"c����Ad�f@]�����Ab�� 0A�$be_�^A�(aAb���]��
a�`
 O]��9)_�^Z_��$["_T]���	$_�^ ����aA^�dA_�TaAbDa��@a�f�_¡f�����_ �1bD_�t-B"_�^
���6"�&!� "������!��5;c���� B�
�^qd�� � ��["]Ab�`�a��(c!� 4��80��$��/� )� 5 �<�.@ 5 +���0
���B�<��E

24


